内 容 简 介 


本 书 是 “大 学 数学 的 内 容 、 方 法 与 技巧 从 书 ” 之 一 ,是 学 习 高 等 代数 课程 
的 一 本 很 好 的 辅导 书 . 本 书 编写 顺序 与 一 般 的 高 等 代数 教材 同步 ,内 容 包 括 
多 项 式 、 行 列 式 、 线 性 方程 组 .矩阵 、 二 次 型 .线性 空间 、 线 性 变换 、A- 矩 阵 . 欧 
几 里 得 空间 、 双 线性 省 数 与 辛 空 间 等 高 等 代数 的 基本 理论 与 方法 . 本 书 在 凝 
炼 概念 释疑 解 难 的 基础 上 用 大 量 的 篇 幅 和 众多 的 例题 对 高 等 代数 的 基础 理 
论 .基本 性 质 、 基 本 方法 和 应 用 进行 了 推理 与 演绎 ,使 读者 通过 本 书 能 更 好 地 
理解 高 等 代数 的 基本 概念 ,掌握 高 等 代数 的 基本 方法 ,熟悉 高 等 代数 的 基本 
4025. 

箱 望 本 书 能 成 为 您 的 良师益友 ,欢迎 您 选用 本 系列 从 书 . 


Ші 
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高 等 代数 是 高 等 学 校 数学 专业 的 一 门 主要 基础 课程 , 它 在 承 
接 和 扩展 中 学 代数 内 容 的 同时 ,又 为 学 习 后 续 课 程 一 一 近世 代数 
与 抽象 代数 奠定 了 理论 基础 , 它 对 培养 读者 的 抽象 思维 能 力 .逻辑 
思维 能 力 和 学 习 后 续 课 程 具有 很 重要 的 作用 . 高 等 代数 的 特点 是 
概念 抽象 ,理论 难 懂 ,方法 繁多 ,变化 复杂 ,尤其 在 解 题 中 ,往往 会 
感到 证 明 题 难以 下 手 ,计算 题 方法 不 易 统一 . 为 解决 读者 学 习 高 等 
代数 中 存在 的 困难 ,帮助 读者 理解 与 思考 高 等 代数 的 基本 概念 ,党 
担 与 熟练 高 等 代数 的 基本 方法 ,熟悉 与 运用 高 等 代数 的 基本 技巧 ， 
我 们 编写 了 此 书 , 相 信 能 够 使 读者 学 有 所 获 . 

本 书 与 从 书 中 其 它 书籍 一 样 , 按 章节 进行 编写 ,分 为 多 项 式 、 
行列 式 、 线 性 方程 组 ,和 矩阵、 二 次 型 、 线 性 空间 、 线 性 变换 、)- 矩 阵 、 
欧 几 里 得 空间 、 双 线性 函数 与 辛 空间 等 10 Ж. 每 节 分 为 主要 内 容 ， 
疑难 解析 ,方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 三 个 部 分 . 主要 内 容 按照 北 
京 大 学 数学 系 编 《 高 等 代数 )( 第 三 版 ) 归 纳 凝 炼 ;疑难 解析 依据 读 
者 在 学 习 中 可 能 产生 的 问题 与 教材 中 不 够 明确 的 内 容 进行 分 析 与 
阐述 ;方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 部 分 不 仅 对 北京 大 学 数学 系 编写 
的 《高 等 代数 ) 教 材 中 的 习题 作 了 较 完整 的 解析 ,还 补充 了 部 分 习 
题 ,以 求 题 型 更 加 完整 ,方法 更 加 全 面 .技巧 更 加 凸现 . 为 了 使 读者 
能 更 好 地 理解 与 接受 本 书 的 内 容 , 我 们 采取 了 循序 渐进 、 突 出 重点 
的 方式 , 较 详 尽 、 完 整地 对 问题 与 例题 进行 了 解析 与 论证 ,并 作 了 
必要 的 评点 与 归纳 . 


本 书 在 编写 过 程 中 参阅 了 同行 们 的 一 些 著作 ,同时 得 到 了 华 
中 科技 大 学 出 版 社 的 大 力 支持 与 帮助 ,在 此 向 他 们 致 以 诚 执 的 
感谢 . 

由 于 经 验 不 是 与 学 识 所 限 ,本 书 错 举 之 处 在 所 难免 ,诚恳 希望 
读者 指出 以 求 及 时 改正 . 


孙 清 华 
2006 年 2 月 
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第 一 章 多 ЖЩ ох, 


多 项 式 理论 是 高 等 代数 的 一 个 重要 内 容 , 它 为 高 等 代数 所 阅 
述 的 内 容 提供 了 理论 依据 , 学 好 多 项 式 理论 ,对 进一步 学 习 数 学 理 
论 与 实际 应 用 ,将 起 到 很 大 的 作用 . 


第 一 太 ” 数 域 与 一 元 多 项 式 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 P 是 由 一 些 复数 组 成 的 集合 (其 中 包括 0 与 
1) ,如 果 P 中 任意 两 个 数 的 和 、 差 \ 积 、 商 (除数 不 为 零 ) 仍 是 PP 中 
的 数 , 则 称 P 为 一 个 数 域 . 

全 体 有 理 数 的 集合 .全 体 实 数 的 集合 .全 体 复数 的 集合 都 是 数 
域 , 分 别 用 字母 Q.R.C 表示 . 

所 有 的 数 域 都 包含 有 理 数 域 . 

如 果 数 集 P 中 任意 两 个 数 作 某 一 运算 的 结果 仍 在 P 中 ,就 称 
ЖЖ P 对 这 个 运算 是 封闭 的 . 

2. 定义 2 对 于 非 负 整数 ”形式 表达 式 

ах" Һа, ух" 十 … 十 ai 并 十 ao 

称 为 数 域 Plassa ,…,a,EP) 上 工 的 一 元 多 项 式 . 

常用 f(x) ,g(xX),… 或 f,g，"… 来 表示 多 项 式 . 

3. 定义 3 若 在 多 项 式 f(z) 与 g(x) 中 ,除去 系数 为 零 的 项 外 ， 
同 次 项 的 系数 全 相等 , 则 称 f(x) 与 g(x) 相 等 , 记 为 f(z)= g(a). 

系数 全 为 零 的 多 项 式 称 为 零 多 项 式 , 记 为 0, 是 唯一 不 定义 次 
数 的 多 项 式 . 

. 1 ° 


多 项 式 fz) 的 次 数 记 为 9( f(z)). 
4. 数 域 P 上 的 两 个 多 项 式 经 过 加 、 减 、 习 等 运算 后 的 结果 仍 
为 P 上 的 多 项 式 , 其 运算 满足 以 下 规律 
(1) 可 法 交换 律 у(х) р(х) = р(х) + f(x). 
(2) 加 法 结合 律 (Aotea tko = fotelt hkl). 
(3) 乘法 交换 律 у(х) р(х) = р(х) є (к). 
(4) REESE (f(z)g(z=))h(z=)= f(z=)(g(m=)h(x)). 
(5) 乘法 对 加 法 的 分 配 律 
f(az)(g(z=)+h(z))= f(z)g(z)+ f(=z=)h(zx). 
(6) REWER Ж (х) р(х) = f(z)h(z), Н f(x) 关 0, 则 
g(z=)=h(x). HE 
2(f(z)-g(z))<max(9(f(z)),Ə(g(x))), 
2(f(z)g(z=))=0(f(z=))+ 9(g(z>)). 
5. 定义 4 所 有 系数 在 数 域 P 中 的 一 元 多 项 式 的 全 体 , 称 为 
数 域 P 上 的 一 元 多 项 式 环 , 记 为 Ple], P 称 为 PLzj] 的 系数 域 . 


疑难 解析 


1. 数 域 与 数 环 有 什么 不 同 ? 试 举例 说 明 . 

答 从 定义 可 知 :在 至 少 含 两 个 数 (0 与 1) 的 数 集 上 ,如果 任 
两 个 数 的 和 、 差 、. 积 . 商 (除数 不 为 零 ) 仍 属于 Р, P 是 一 个 数 域 ; 
如 果 任 两 个 数 的 和 , 差 , 积 仍 属于 P.W) 已 是 一 个 数 环 . 显然 , 数 域 
与 数 环 的 区 别 在 于 数 环 对 商 的 运算 不 封闭 . 例如 

(1) ЕЁ,={а+Ь/31|а,Ь 为 任意 有 理 数 } 是 数 环 也 是 数 域 . 因 
为 0,1€EF. 设 | 

a +b V3i, a,+b /3i€ F,, 
有 (а, tbi УЗУ + (а, +b, За) = (а, Жа») + (b +b, WBE Ё\, 
(а, +b, /3D (a, +b, 4/31) = (аа, —3bibr) + Carbe Hazbi 31 € F, , 


а БЫ УЗ\ _ ауаз T 3b b: а,б, — aib: 
a, Fb, «Зі. as 十 303 u a; 十 3b2 ази ҮЗЕ Р! 


(2) F, =(a+büla,b 为 任意 整数 } 是 数 环 但 不 是 数 域 . 因为 
1 十 2i,1 十 3i€ F,, 有 
(二 2) 二 (1 二 3) 二 2 十 EF,, (1 十 21) 一 (1 十 31) =—i€F.,, 
(1+2),(1+30=—5+Ыы1ЄЕ,, 
但 是 1 十 21 (1+2)(41—3) 7 


=i EEO pp 


14-31 (1-631) (1—31) 10 o F Fe. 
可 见 , 右 也 是 数 域 , 则 P £ 33; E РАЖИ, ДРА 
是 数 域 . 
2. 怎样 认识 一 元 多 项 式 的 表达 式 
f(mz)=a,z"+a,- z" 十 十 ai 十 ao 
的 形式 性 ? 有 什么 意义 ? 
E “应 该 认识 到 ,一 元 多 项 式 的 表达 式 中 的 z 是 一 个 符号 ， 
当 这 符号 是 未 知 数 时 , 即 为 初等 代数 中 的 多 项 式 .但 这 符号 也 可 以 
表示 其 它 事物 ,如 行列 式 . 和 矩阵 等 ,因此 一 元 多 项 式 的 表达 式 的 形 
式 性 ,将 统一 对 未 知 数 与 其 它 事物 的 研究 ,在 引入 运算 反映 各 事物 
运算 规律 与 研究 普遍 性 质 上 有 积极 的 作用 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


首先 ,要 对 数 域 的 概念 有 一 个 明确 的 了 解 , 能 判定 一 个 数 集 是 
否 为 数 域 或 数 环 ,并 能 证 明 一 些 简单 的 命题 . 

例 1 设 数 环 PED. WR P 为 一 无 限 数 集 . 

证 由 PØ. WWP a (а50) ЄР, 

а+а=?2аЄР, a+2a=3a€P, ••· 

显然 , 当 туп 时 ,ma 天 na 所 以 卫 含 无 穷 多 个 数 , 是 无 限 数 集 . 

例 2 设 数 集 P 至 少 含有 两 个 数 ,证 明 ; 痢 PP 中 任意 两 个 数 
的 差 与 商 (除数 不 为 零 ) 仍 属于 Р, P 必 为 数 域 . 

证 只 需 证 P 对 加 法 与 乘法 也 封闭 . 

设 a,bEP, 则 4 一 a 二 0€ P., 当 4b 关 0 时 ,5b/5b 二 1€P, 于 是 


atb=a—(—WEP, а=а +€ P, 


所 以 Р 是 一 个 数 域 . 

З 证 明 : 

(1) 在 有 理 数 域 与 实数 域 之 间 有 无 限 多 个 不 同 的 数 域 ; 

(2) 在 实数 域 与 复数 域 之 间 不 存在 其 它 数 域 . 

证 (1) 只 需 证 明 对 于 两 个 不 同 的 质数 р, 与 р», 

P,=(a+b Vpila,bEQ}, P,=(a+b үр |a,bEQ) 

不 相同 . 

用 反 证 法 . 设 Р, = P, ‚ДИЯ Vp: € Pi. 令 р», =a+b Мр. › 
两 端 平 方 后 ,得 

p: = а? +b p +2ab vpi. 
Жир ab 关 0( 车 a 或 5 等 于 零 , 则 Vps 或 Vpi/pi 为 有 理 数 ,这 是 不 
可 能 的 ). 但 ab 天 0, 又 有 Vt = (p, —а? р) / (2а), В / pi 38 
有 理 数 ,这 也 是 不 可 能 的 . 所 以 P, Z P,. H T) 3 8 x IR £ +" , IB 
而 在 有 理 数 域 与 实数 域 之 间 有 无 限 多 个 形 如 
P=(a+b/pla,bCQ,p RERO 

的 数 域 . 

(2) 设 R 为 实数 域 ,C 为 复数 域 .P 是 任意 一 个 包含 R 又 不 等 
F R 的 数 域 , 则 P 至 少 含 一 个 复数 e 十 于 《5 关 0). 于 是 
=L p. 
从 而 推出 对 任意 实数 a,5, 都 有 a 十 biE€P 了 P, 故 P 包含 全 体 复数 ,是 
复数 域 , 即 R 与 C 之 间 不 存在 其 它 数 域 . 

例 4 i P УР, 是 两 个 数 域 ,证 明 : 

(1) Р, ПР, 也 是 一 个 数 域 ; 

(2) Р, U P, Е <Р, СР, 或 P,CP. 

证 (1) 因为 Pi УР, 都 包含 Q; 所 以 Pj ПР, 也 包含 Q. iZ 
a bEP PE, 则 apE Piya bE Р;,Ң a+b,a—bab,a/b (з 
0) 也 属于 Р, 各 P, , 故 Р, ПР; 是 一 个 数 域 . 
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(2) 充分 性 w PSP: l P, U P, = P; , Bir Ú) P, Ú P, 是 
数 域 . 

必要 性 设 Р, U P, 是 一 个 数 域 ‚Н. P, € P, ; 则 必 有 某 一 аЄ 
P, sa ¢ P,. 再 取 任 +€ Р, ;有 z€ P, U P, ,从 而 有 a+ x= b€ P, U 
P,. 这 样 ,b 必 属 于 Pl R Pz. 

я b€ P, ‚Д a=b— хЄ Р, ,推出 矛盾 . 于 是 知 b g€ P,,b€ P. , 
从 而 z=b—a€C P , ,得 Р,СР,. 

同 理 可 证 Р,СР, 情形 . | 

5 Ta 为 任意 正 有 理 数 ,证 明 : 

(1) 设 z,y 为 任意 有 理 数 , 则 一 切 形 如 zx 十 y Va 的 数 的 集合 P 
是 一 数 域 ; 

(2) P АИ kapa 为 某 有 理 数 的 平方 . 

证 (1) 己 对 加 、 减 .来 运算 封闭 是 显然 的 , 现 证 对 除法 也 封 
Hi. . 

任 取 А=с+а а (A#0) EP. # 4=0, A=c 关 0, 于 是 1/A 
=1/сЄ P. 若 d 关 0, 当 c 一 d а = 0 时 ,有 Va 二 c/d, 从 而 知 一 切 形 
如 x 十 yVa 二 zx 十 yc/d 的 数 即 为 全 体 有 理 数 , 则 P 是 有 理 数 域 . 

М c 一 d а #0 时 ,有 

1 _ c—d Ja c— d Ма 


A (ctdyaD) ~dvya) є da 

所 以 PP 对 除法 也 封闭 . 

(2) YYVaEP, 若 PP 为 有 理 数 域 , 则 Ya 必 为 有 理 数 , 所 以 a 为 
有 理 数 的 一 个 完全 平方 数 . 

反之 ,车 a 是 有 理 数 的 一 个 完全 平方 数 , 则 Ya 为 一 有 理 数 , 故 
P 为 有 理 数 域 . 

关于 多 项 式 的 加 , 减 . 乘 运算 ,要 求 熟 知 其 运算 规律 ,能够 熟练 
地 进行 运算 . 

多 项 式 f(x) 的 次 数 本 书 中 记 为 9(f (xz)), 也 有 的 书记 为 
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deg /zz) ,或 次 fC) R р(х) К. 

例 6 计算 

(1) (z=2+-zZ2—x— T1)(z!23—2zxz—])—8xz(<z2°—1); 

(2) (х +ах Б) (х 1) + (z! —axm+ b)(>°— 1). 

Я (1) 原 式 二 x 十 一 37' 一 12x 十 x: 十 11x 十 1. 

(2) 原 式 二 x 十 x 一 zx а. 

例 7 W /(z) 是 一 个 多 项 式 , 证 明 . Jir) kz (k 为 常数 ) 
< 对 任意 第 数 ab RA 

flatb)= f(a)+ f(b). 
证 必要 性 设 f(z) 二 kx, 则 
f(a+b)y=k(a+b)=ka+kb= f(au) + f(b). 

充分 性 34 f(x) 二 0 时, 上述 绪论 成 立 . 当 f(z) 关 0 В, Ж 
2(f(z=))=n>1,W A 86 8 f(z=)=a,z" la, £0), 8 а,2" за, 
+a, BB /(1+-1)Z2 fÉ) + fO 1). FE: AZz) 必 有 不 等 于 零 的 根 а, 
而 

fl2a)= f(a+a)= fla) + f(a)==0, 
由 此 可 知 2a,3a,… 也 是 f(x) 的 根 ,但 这 是 不 可 能 的 . 所 以 A(z) 只 
能 是 常数 项 为 零 的 一 次 多 项 式 , 即 у(х) Ska. 

例 8 È (=) =аћ(х) + (ха) Е(х) ,АС(х) 50,005) 50, B. 
р(х) = (х а)"ћ (х), т221,9(0(х)) <а(рд(х)), аз 0, ЕН: 
Ilk) <9(А(х)) tml. 

证 由 f(z) 一 ah(x) 二 (zx 一 a)k(x), 知 

2(k(z2)) -1=Əə(/(=)—ah(z))<max[ 90 (х)),9(2(х))]. 
又 由 2(f(z=)>)<Əə(g(xz)),2(g(z=))= m+ Əə(Ah(z)), 


AI 2( f(z=))<m+-Ə(h(x)) 
于 是 max[2( f(z=)) ,ə(g(z)) 1<92(А(х)) tm, 
g(k(z=))+1—<—Ə(h(z))+ m, 
所 以 g2(k(z=))<Ə(h(wW=))+m—1. 
例 9 证 明 : 
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(1) oz) 十 户 (z) 十 … 十 广 (z)) 
<тах[д(/,(х)),4( {5(х)),++,9(/„(хж))]; 
(2) асу, (=) f, Cx) f, (z) ) 
=Ə2(Ji(z))+Ə(f,(z=))+ +a f, Ca). 
证 用 数学 归纳 法 可 证 . 
(1) 34 п=2 В, (у, (х)) =m ,90 (х)) = т, , Д2 m, = 
т Н. ђ (х) 5 f. Ce) Ë I # 32 5 SE BF, 88 92 ( fi (z) + f, (z2)) < 
тах[ 40 /,(х)),4( /»(х)) ;其 它 情形 时 ,等 号 成 立 . 
设 当 ?2 一 上 时 ,有 
СРС) к f, z) +: + f, (z)) 
<max[9( f, (z=)),3(f,(z)),-,Ə(f,(>))], 
则 ” 当 n==& 十 1 时 ,有 
д fi(z=)+ f(r) fri (x)) 
=Ə(f,(z=)+ р, (х) "+ fl) H firi Cx)) 
max[LaoC fi (х) + f, (m) +-*** + f, (m)), р (z) ] 
< тах[9(/, (х)),9(07, (0) ), «90, (х)), 3l frr (z)) ]. 
减法 的 情形 类 似 可 证 . 
(2) 4 n=2 Wf, aIl aD =m al f, (T)) =m. , ij 
ар Сх) р (ж) ) == m m, =3 Cfi (z)) +Ə( {/,(х®)). 
设 当 2 一 & 时 ,有 
абр Сх) рск) f, (r) ) 
=Ə2(f i (z=))--Ə(f,(xz=))-+ наср, (х)), 
ШШ n=k +1 时 ,有 
oC fy С) fo Cr) firil rx)) 
=I ( (filr) falx) f, (2)) * р (х)) 
=I (filr) f, Ск) р, Сх) Hal f,+ Cr)) 
=9( (2) +900, (х)) + HI f(r)) БӘС (22). 
10 1 f(z=),g(z)#l АСЕ БА К, ПЕНЯ. 
E р(х) = хр“ (х) xh (х), Д) 
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Сх) = g(z=)=h(xz)=0. 
证 б А(х) =А(2) = 0,0 f(z2)=0, ЕА. 
车 g(x) 与 h(z) 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 , 则 rg’ (z=)+ zh° (z) 
和 天 0, 从 而 f° Cz)20. Ңа(хр? 《zr) 十 zxh (xz)) 为 奇数 ,而 0( f° (z)) 
是 偶数 ,从 而 与 хе (xX) 十 zh (х) = Сх) РВ. 8 g(x) = 
hz) 一 0, 于 是 ff (z=)=0,2£5& f(z) 二 g(x) 二 h(xzx) 二 0 成立、 


第 二 节 ”整除 与 最 大 公 因 式 


主要 内 容 


1. 定理 1{ 带 余 除 法 ) 设 f(z),g(z)€P[z]j,g(z) 头 0, 则 
存在 唯一 的 多 项 式 а(х) ,r(x) ,使 得 
f(x)=a(xr)g(r) 十 FrCZD) ， 
其 中 3(CrCz))<<aCg(Gz)) 或 rz) 一 0.gCz) 称 为 LOR f(x) 的 商 ， 
~(Z) 称 为 g(Z) 除 f(z) 的 余 式 . 

这 样 的 а(х) Ох) Е ВЈ. 

2. 定义 1 Bf), а(х) EP Url EAE АС) E Plr] AE 
Р(х) =А(х) (zx), 则 称 g(Cz) 整 除 f(z), WA gal f (>). ЖЖ 
8(X) 为 f(z) 的 因 式 ,了 f(z) 为 (х) ВЕ. 

g(ZX) 仆 f(z) 表示 g(z) 不 能 整除 f(z). 

3. 定理 2 iW f/(z=),g(z=)€ Plr], (х) 30, l| g(z)| f (z) 
=эр(х) f(x) 的 余 式 r(x) 二 0. 

(1) Æ (х) | р(х), g(z)] f z), W f(z=)= cg(x=) (с-50); 

(2) Ё у(х) | р(х), р(х) |АСх), MW f(z)]h(x); 

(3) Ж f(x)|gi;(z) (i 二 1,2,… sr) W 

FCD) | Ga (х) в (х) Ни (х) 6 (2) Tu, Сх) р, (2)), 

其 中 и, (х) ЄР[=]. 
. 8. 


5. 定义 2 {B fr), g(x) €E Plr], Ë dlx) €E Plr] ERAF.: 

(1) d(z) 是 FCz),g(Cz) 的 公 因 式 ， 

(2) f(zX),g(X) 的 公 因 式 全 是 d(xz) 的 因 式 ， 

ДК d(z) ў f(z) ,g(xz) 的 一 个 最 大 公 因 式 . 

6. 引 理 BA f(x) 二 g(x)g(z) 十 r(z) 成 立 , 则 f(z),g(z) 
和 g(x),r(z) 有 相同 的 公 因 式 ， 

ЖЕЗ 设 f(x),g(zx)EP[zj, 若 d(x)E€ P| z<]ËE f(zx) 与 
g(x) 的 最 大 公 因 式 , 则 必 有 u(xz),v(z)E€ P[Lzj, 使 得 

d(z=)=u(xz)f(z)+ u(r) р(х). 

和 项 系数 是 1 的 最 大 公 因 式 记 为 (f(x) ,g(x)). 

7. ЖУЗ 设 f(z),g(z)EP[z]j, 若 (f(z),g(x))= 二 1, 则 称 
f(z),g(X) 互 之. 

8. 定理 4 1 fa) (х) EPL] W f(z),g(z)H. K < #f 
在 ulz) ,v(x)EP[zj, 使 得 

ибх) { (х) +о(х) р(х) =1. 

9. 定理 5 (у(х), р(5)) =1, Н (х) | р(х) А(х), Й 
Сх) АСЕ). 

推论 Ж А, (х) | в(х), р, (х) 1 е0), Н (у, (х), f, (z))=1, 
则 р, (x) fo Сх) (ЕС). 

10. (А, (2), f, С), 6, f, (2)) & 28 аЛ # СЛ 1 的 多 项 式 
fia) f. Gaz), fA) (s222) ЕКА Н d(xz),d(xz)+#8 V) F 
的 性 质 : 

(1) d(z)] fx), i=1,2,"s; 

(2) Æ ф\х®)|/;(ш),1=1,2,е+,5, ф(х®х)|4(х). 


疑难 解析 


1. 两 个 多 项 式 的 整除 关系 是 否 会 因 系 数 域 的 扩大 而 改变 ? 

答 | 设 F(z),g(CzEP[z,PLzESEPLz]. 若 在 PLxzj 中 g(x) 

不 能 整除 (с), Ж PL[xzj] 中 不 存在 h(xz), 使 得 f (x) = 
| 9. 


g(Zz)h(x), 则 在 PLxj 中 g(x) 仍 不 能 整除 /Сх). 这 是 因为 : 
若 р(х) = 0, RÆ PLxj 中 g(x) 不 能 整除 f(x), 所 以 f (z)%Z 
0, 从 而 在 ELz] 中 g(z) 也 不 能 整除 f(x); 

车 g(x) 考 0, 则 在 PLz] 中 f(z)=q(z)g(z)+r(z), В rC) 
+0,8 Æ Р[х]< РС=], IMA q(xz) 和 r(x) 也 是 P[x] 的 多 项 式 , 因 
此 f(z)= 二 g(x)g(z) 十 r(xz) 在 PLzxj 中 仍 成 立 .于 是 ,由 r(x) 的 唯 
一 性 ,g(xz) 在 PLzj 中 仍 不 能 整除 ГС). 

2. 互 素 多 项 式 有 了 哪些 重要 命题 ? 

答 ” 关 于 互 素 多 项 式 有 以 下 重要 命题 : 

(1) # (х), (х) #65 А(х) нж, f(z)g (zx) 也 与 h(xz) 
н Ж. 

(2) # h(z)| 0х) р(х), П h(z)5 f(x) 互 索 , 则 h(x)|g(x). 

(3) $ р(х) | f(z),h(z)|] f( z), 而 g(X) 与 f z) H Ж.Д 
g(z)h(z%)| (т). | 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


掌握 两 个 多 项 式 的 除法 , 即 能 求 出 g(Cz) 与 ~(z) ,使 得 (x)= 
q(x)g(Xx) 十 r(x); 常 用 方法 有 带 余 除法 和 轧 转 相 除 法 ,也 可 以 用 
待定 系数 法 求 得 . 

例 1 EE ЛС), Са), Са) ,只 有 f(x) G JF 1.2, 
…,s 中 的 一 个 ) 不 能 被 g(x) 整 除 ,证 明 : fi (>) + f. (z) T = + 
f.《z) 必 不 能 被 g(x) 整 际 . 

šE ЊЕ. 18 hd = fi (z) + f, (z) tH + f, (x) ВЕ 
g z) 3 BR. W 

FLD =АСх) е (а) 0 fi Ск) Раа Са) — f, (z) 
ЯЕ ро kE BN FS. 命题 得 证 . 

例 2 ЕНД.х|/*(т)==х|/(х). 

证 ”充分 性 是 显然 的 , 即 zl Сә) е | ft (z). 

必要 性 设 xz1f*(z). 若 xz 不 能 整除 A(x), 则 f(z) 的 常数 项 
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必 不 为 零 . 不妨 设 f(z) 常 数 项 为 a, M 产 (z) 常 数 项 为 性, 从 而 > 
不 可 能 整除 ft Ca) , 故 必 z | f(x). 

例 3 证 明 : 每 一 多 项 式 都 能 被 零 次 多 项 式 整 除 ， 

证 设 c 为 P 中 不 等 于 零 常数 ( 零 次 多 项 式 ), 则 /(х) = 
с(с f(x)),B cl Сх). 

例 4 用 g(x) 除 fz) ЖИ] ga(Cz) 与 余 式 rla). 

(1) f(z)=x'—3z2—z—1,g(z=)=3x°—2zxr+1; 

(2) fiz)==x'—2z=+5,g(z2)=x'—z+2; 

(3) f(z)=2x°—5z° —8r,g(z)==<+3; 

(4) f(z=)=x*—x*—x, g(z=)=x—1+2i. 

E С ГС) КЙ ссх) УЖА ~(z) 的 方法 很 多 ,我 
们 每 小 题 只 给 出 一 种 方法 ,希望 读者 自己 进行 比较 选择 . 

(1) 用 长 除法 . 

1 fi 


ЗУ = (х) 
g(r) = 32° —2=+1)х° —– За? — —1 三 f(z) 
3 2, 1 
х zT tyr 
was 
3 3 
212141401 
52 ror 
_ 26 _2_ 
902—9 r(x) 
{4 L _26 _ 2 
故 MO EE с аб) s 
l _ = 26 _ 2 
Bh qr) = -zT 9 ' r(x) жг 


(2) 用 待定 系数 法 . 因为 f(z) 与 g(x) 分 别 是 首 项 系数 为 1 的 
四 次 与 二 次 多 项 式 , 所 以 ga(z) 为 首 项 系数 为 1 的 二 次 多 项 式 , 余 
式 次 数 小 于 2. 故 设 
. ]] ° 


q(z=)=xz°+azr+b, r(z)=cxr+d, 


则 XxX 一 2X 十 5 二 (Xz? 十 qz 十 ) Cz 一 x 十 2) 十 cz 十 d. 
展开 等 式 右 端 ,比较 同 次 帘 系 数 , 得 
О=а—1, a=l, 
0=—a+b+2, b= — 1, а(х) =? 十 x 一 1， 
=> =>> 
—2=2a—b+c, Cc 二 一 95， г(х) = -- 5х +7. 
5=2b-+d, 4==1, 


(3) 用 综合 除法 . 注意 先 按 f (>) ЖҢЕЛ 8: H) £ Ti ЖЖ, 
项 的 系数 写 为 等. 


2 0 —9 0 — 0 
18 —39 117 一 327 
13 一 39 109 —327 
求 得 q(z)=2z'—6z'+13z22—39zr+109, r(z)= — 327. 
(4) 用 综合 除法 . 因为 
1—211 1 — 1 —— 1 0 
1—24 一 4 一 21 一 9 十 8i 
一 21 一 5 一 21| 一 9 十 81 
所 以 4(х) = х? —2ix—5— 2i, к(х) = 9+ 81. 
15 m,p,q 适 合 什么 条 件 时 ,有 
(1) x 十 mz 一 1|x 十 px 十 g; 
(2) xz: 二 mz 二 1|x' 十 px’ +q. 
ж (1) Н z2+mz—1 ER z: + p> +q, RA 
r(z=)= (m° +p+ 1)xz+q—m. 
H >r(z=)=0 知 , 当 p= —m°—1,g=m 时 ,可 以 整除 . 
(2) 用 E +>mz+ 1 ER л + pz? tga, ER 
r(z2)=[m—m( + p—1)]z+qg—m +1— pb. 
由 r(z=)=0,48 


m(2— p—m )=0, 
—т°1—р=0. 
学 12 i 


当 m=0 时 ， 
qTl—p=0—> p=1+q, p=2,q=1; 

№ m 关 0 В, р=2— т? ,q=1. 

6 a,5 为 什么 数 时 ,g(x)| f(r)? 

(1) /\хж)=х*'—3лх4°+6х*+ахтх--Ь,р(х)=тх"—1; 

(2) f(=)= xt +-az°+2z2+Dbzr—2,g(z)= (z=—1):. 

解 ” 可 以 用 普通 除法 ,也 可 以 用 综合 除法 . 

(1) 用 普通 除法 .用 (ro) ER f(x), 余 式 r(zx) 二 (a 一 3)z 十 6b 
+7. H r(x) 二 0 18 a=3,b= —– 7, 

(2) 用 综合 除法 . 因 р(х) = (х 1)? = (х1) (х1), Н 
Zz 一 1 先 除 f(z) ,再 用 x 一 1 去 除 所 得 的 商 . 


1 
1 
1 
9 


由 上 式 有 
/\ж)=‹х—1)*{ х®*+‹а+2)х-+Е(2а-+Е5) | 
十 (XxX 一 1)(3a 十 5 十 8) 十 a 十 5 十 1. 
例 7 将 f(z) 表 示 成 x 一 xo BJ AEA, BD 
co talr az) +c (х хо)? + 

的 形式 ， 

(1) f(z=)=zxš ,rxo=1; 

(2) f(z)=x*—2z22+3,z, = —2; 

(3) (жх) == + 2iz: — (1+0) а —3z=+T7+ i,z, = 1. 

解 ” 连续 施行 综合 除法 ВН x 一 x。 除 f(z) 得 余数 со, BH 

。13 >» 


x Хо 除 所 得 商 得 Ci ?C2 9 **° С, 
(1) 因为 


故 f(zy=1+5(z=—1)+10(z=—1)°+10(z—1)° 
+5(z=—1) + (z—1)°'. 
(2) 因为 


k f(z)=11—24(z+2)+22(z+2)'—8(z+ 2) (z+ 24. 
(3) 因为 


. 14 ° 


故 коку =7-+51—5(ж-++Ю-+С—1-—0(-+Ер? 
一 21(X 十 DD 十 (Xx 十 DD 

例 8 ЖЕЗ] f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 : 

(1) f(iz)==x='+xt—32z22—4zr—L, g(z)=x=x'+x= ° —zxr—1; 

(2) Р(х) = х — 4r 1, р(х) =z3—3xz +]1. 

解 ” 一般 用 加 转 相 除法 可 以 求 得 . ss 二 2) 个 多 项 式 的 最 大 公 
因 式 也 可 以 用 轧 转 相 除 法 求 得 . 因为 ,着 do(z) 是 fi z), fs z), 
Р С) КАКА АК, M do (xz) 与 f/,(z) 的 最 大 公 因 式 即 
为 fia), fala) f ORRA AR. 

(› 因为 


。15 ° 


Вр Сах) = zgr) +С 24° 3х1), 
g= (1) а (—4—4) 


4 4 
Cias (Set4) (23) 
所 以 (f(z),g(z))=<x+1. 


即 (flx) g(x))=1. 
ЕЖ, 4 (х) 560 时 , (f(z) , g(z=))= 1. 
例 9 R ulr) ovl), tE 
и(х) f(x) + o(z)g(z=)= (f(x) ‚ (х)). 
(1) Сх) = 223 22 452,800) == а? — 22-2023; 
(2) бх) = 425 — 2а — 162? 519,800) =21° 一 工 一 5Z 十 4 
(3) бх) =дх*—х#—4х4#*+4х+1,дбх)=х*—х—1. 
解 ” 用 思 k 转 相 除 法 ,将 结果 列 出 ， 
。16 • 


Вр Р(х) = (х) в(х) + т (х) = р(х) (rx 2250), 
д(х) = 9 (х) т (х) r, (=) =(z=+ Dr G) Са? 2), 
rı Cx) =q (2), (х) = zr, (х), 
Ж (у(х), 02) ) =z —2=r,(z=)= р(х) — ф (х)т (z) 
= (0) — Ф (х) f(z=) 9 (х) (х) ] 
== —q (х) (х) +[1 +q; Сх), Сх) ебх) => 2, 
所 以 и(х) = 9, (х) = —х—1, 
002) =14+9, (х) (2) =1+(5+1) * 1=<x+2. 
(2) НЯНЯ 
Р(х) = 25805) (6а —3r+ 9), 


g(x)= (—ух+з)пбю+(—=+1), 


1(ж)==(6хҗ-+9)гә(х), 
Ër (f(z) ,gz))=g (х) /(хж)+[—»(х®)ау\ж)—1]@0\х)=х—1, 


所 以 иа) = 0) 2+, 


оС) = —– ф(х) Ф i (z) -1= r 2—1. 


СЗ) ЛАНИ 
Р(х) = (а^ — 3) в(х) + (5—2), 
р(х) = (х+1)т (2) +1, 
ш (f(az),g(a))=—q (х) (а) [1+ (х) дф (х) Jg(z)=1, 
所 以 и(х)=—х—1, ох) =r Ба? 320—2. 
‚ 17 。 


例 10 Ж /(z)=x'+(1+ti)= +2r+2u,g(z)=x'+tzr+u 
的 最 大 公 因 式 是 一 个 二 次 多 项 式 , 求 tu ЮА. 

Я ТУНУН ТЕ, ,可 得 

f(az)=q Сх) в(х) + Сх) = g(z)+1z”°+ <, 
в(х) = 9, (х) т (х) +>; (х) 
= (tz 4л) (+414) 401—4) х + 2и. 
由 于 f(z) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 是 二 次 多 项 式 , 得 r,(x) 二 0, 从 而 
一 4 一 4) 一 0， 1 一 4， 
2 一 0， > u= 0, 

例 11 WER: E d(z)| f(z),2(z)|]g(z), B 4(х) № /(х) 5 
g(xX) 的 一 个 组 合 , 则 d(x) 是 f(z) 与 g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 

Ш 由 题 设 知 d(x) 是 f(z) 与 g(x) 的 一 个 公 因 式 ， 

R hlr) Æ f(r) 与 g (zx) 的 任 一 公 因 式 , 则 h(x)| f(x), 
һ(х)\кС(х); 又 CCz) 是 f(z) 与 gC《zx) 的 一 个 组 合 , 故 存在 ulr), 
vlr) Є Plzj, 使 得 

d(z)=u(z)f(z)+ u(r р(х). 
FELA hC) idl) AAN d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 

Ё] 12 证 明 :.(f(x)hCr) ,eCrh(r)) = (у(х), g(r))h(r), 
(AKCz) 首 项 系数 为 1). 

证 8 d(z=)= (f(z),g(x)) B) pk sr 

u(z)f(z=)-+o(z=)g(z=)=d(<x), 

故 u(z)f(z)h(z)+(z)g(z=)h(z=)=d(zxz)h(zx). 
WHA а(х) | у(х), а(х) і gxr), НИ а(х) А (х) | Сх) АСх), 
а(х)А(х) і р(х)АС(х). H #] 11 WM d (5) а(х) Ж (х) А(х) 5 
sg(Cz)hz) 的 一 个 最 大 公 因 式 , 又 (FCz),g(Cz))ACz) 的 首 项 系数 为 
1, 于 是 

(f(z=)h(z=),g(z=)h(z=))= (р(х), 8gGCZ)D)RCZ)， 

例 13 Ж fr) sger) FEAF, WEH 


| f(x) glr) )=1 
(fex) gla) fx) glr) ` 


. 18 。 


Ш ”由 定义 知 , 和 存在 xCz),vCz)EPLzj, 使 得 
(f(z=),g(z=))=u(xz)f(z=)+ ur) р(х). 
由 f(x) ,g(x) 不 全 为 零 知 , (f(x),g(x)) 关 0. 由 上 式 得 


f(x) , g(z:) 1. 
и у руу O Суху a 
由 互 素 的 充 要 条 件 知 
fx) g(x) 


COOMO E 
例 14 和 若 f(z),g(z) 不 全 为 零 , 日 
и(х) (х) +оСх) р(х) = f(r) g(r)), 
WEH :(и(х),0(х)) =l. 
AE 因为 FFGz)yg(Cz) 不 全 为 零 , 故 (GZz)，gCz)) 天 0. 
由 题 设 可 得 


f Ca) g (z) — 
“OFS A a 1" 


所 以 ,由 互 素 的 充 要 条 件 知 , (u(x),v(x)) 二 1. 
例 15 Ж(/‹(х),е(х))==1,( /(х),А(х))=1,ШЕВЙ: 
(f(z),g(z)h(z))=1. 
证 由 最 大 公 因 式 定 义 知 ,存在 u (х), о (z=),u, (z), (z) 
€ PLxj, 使 得 
wu (z)f(z=)+>o (z)g(z=)=1], u, (к) f) u, (m)h(xz)=1. 
AARI 
Ги, (х)и, (х) f(x) + а (х) и, (х) er) tu, (m=)u, (m)h (>) ] f (z) 
十 Lo (х) (z) ]g(z=)h(z)=1] 
г ”J 号 内 多 项 式 仍 属于 PLzj], 故 由 互 素 的 充 要 条 件 知 
(/(ж),е(х)АСх®))=1. 
也 可 用 反 证 法 证 (请 参看 例 17). 
例 16 设 flr), р, (х), ,fn (rT), gi (z), g. (CT), g, CT) 
都 是 多 项 式 , 且 
(р. Сх) g; (x))=1 (=1,2,++,т;)=1,2,+°,п). 
. 19 。 


WEBH : Cfi la), fala) fi, (z), gi (х) р;(х)'*б*бр„(х))=1. 
证 由 题 设 知 ,(A(zr),gi(z)) 王 1 G=1,2, e,n). 
多 次 应 用 例 15 的 结果 ,可 得 
(filr), gi (х) р (z) g, (ж)) =]. 
类 似 可 得 
(А. Ск), (х) в (z)--g,(z2))=1, (i=1,2,.,m). 
再 多 次 应 用 例 15 的 结果 即 得 
СЛ Сх) f, Са) р Сх), ву Сх) р Ск) gn (z)) = 1. 
例 17 Ea) gla) =1, WER: (0) (а), fia) +gG))=1. 
证 ”用 反 证 法 .者 
(f(z)g(z=), Сх) g(z=))=d(x),Ə(d(x))>0, 
则 对 d(xz) 的 一 个 不 可 约 因 式 p(x), 有 
р(х) | (х) (хх), p(z)][f(z)+ g(>)], 
Вр pCi flr), plr) | glx). Pr, р(х) Ж f(x) 与 g(x) 的 公 因 式 ， 
与 (f(x) ,g(z))=1 矛盾 .所 以 
(f(z)g(z), Сх) g(r))=1. 
例 18 设 (zx)==af(zx)+obg(r) ,pi (z=)=cf(z=)+dg( x=), 
Н ad 一 bc 沽 090, 证明;(f(zx),g(7x))= (fi (х), (х)). 
证 设 (f (xr),gC7z))=d(z), 则 а(х) | fx), dix) | g(z). X. 
由 题 设 条 件 知 d(x)| f. Ga) ,d(z)| g, (х). 
Ви Һһ(х) |, (с), АСЕ) | gi (z). 而 由 题 设 可 解 得 


_ 4 _ Ó 
усх) ad — pef i (х) ad 21 (х) 9 


glz) = (z) в (a), 
所 以 有 ^ҺО\х)| Сх), АСх) | glir), АШ h(z) | d (x). BI d( z) +B, E 
f1(X) 和 gi1《x) 的 最 大 公 因 式 , 有 
(f(z2),g(z*))= (f, (z) , gi (2z)). 


、 f(x) g( zx) 
例 19 EHRE (fx),g(7x)) (fx) ,g(r)) 的 次 数 都 大 


. 20 。 


于 零 , 就 可 以 适当 选择 适合 等 式 
и(х) f(z=)--o(z)g(z)=-(f(xz),g(x%)) 
的 и(х) Ë v(x) ,使 


E) — 
Ilula) <a 5 ay) 


f (<) 
960(2))<2 | (ТСху,к(х)) ): 
证 因为 存在 502) ,t(z)€ Pr] E 
f (z) g(x) _ 
SDFGS A 


根据 带 余 除法 ,有 


s(z=)= (х) ғ Сх), 


ga) _ 
(fo) ,в(х)) ч! 


(х) = (х) +, (х), 


f(x) 
(fo) ,er 
H. 


Iul) <A Cx) 


B+/ ____ 
(Сх), g(x)) 
若 将 式 罗 代入 式 册 可 得 


u (x) 


Jawad <a 


f С) р(х) 
етеу И СТС СС 


+a GT I (J O) + 800 
又 由 式 凶 知 
9(z(z) 


(7Сх),к(х)) TOO 


fx) g(x) 
CF) aD С Ос) gC)) ) 


JG) | g(z) 
< |у) TEON 


所 以 必 有 qı (x) +q; (х) 二 0, 从 而 有 


| u(x) + (x) g(z) 


f(z) —] 
(flx) ,g(xz)) ( f(z) ,g(%)) , 
Вр ибх) (х) + об) р(х) = (f(mz=),g(z%)). 


f(x) ) 
(f(z) ,g(<x)) 1° 


@ 


. 2] 。 


例 20 & fag o) ER WEH: f(z") 与 g(x”") 也 互 素 . 

Ш 因为 f(z),g(z) 互 过 ,所 以 (f(z),g (z2)) = 1, АП 
(fly) gly))=1, 令 y= 二 xz", 即 (f(x”"),g(x"))= 二 1, 于 是 f(x") 
与 g(x") 也 互 素 . 

做 证 明 题 ,首先 想到 的 是 依 定义 证 ,然后 再 考虑 应 用 定理 或 证 
明 等 价 命 题 , 当 无 法 直接 证 明 时 ,再 利用 反 证 法 来 证 . 

例 21 设 m 为 任意 正 整 数 ,证 明 :.g"(z)| faga) fO). 

证 充分 性 铬 g(x)|1f(z), 显 然 有 g" (z) | f G). 

必要 性 Begla MWA ha E PLzxj, 使 得 fr (x) = 
g"(X)h(z), 令 (f(z),g(z)) 二 d(xz), 则 有 f(z)=d(z) fi(z)， 
g(z=)=d(z)g (z), H f, (х) Уу g, z) FE TES 

fr(z=)= gr (*)z=)h(zx). 

因为 gy(z) 必 为 非 零 常 数 , 可 设 gi (z)=a , W) (х) =аа(х), 


f(z) 一 二 g(x) fı С) ,从 而 а(х) | fla). 


例 22 R Alr), f, z), gi (х), g: (z) & W T £ ЖМА, H 
gi(z)g; (х) А (z) fx (z), р Ск) 50, 
ПЕНЯ: (х) (е (х), Ri gilr)! f, (z). 
Ш 由 题 设 和 fi (z=)| g, (z), y 8 
Р(х) р, Сх) р, (х) р, (z)q(z2), р(х) = f, (х) (х), 
故 fia) f, (x)= f, Сх) Сх) в: (z=)q(z). 
化 简 得 f, z=)=q (z=)g; (х) (х), BI g,(z)] f. (z). 


PZT ” 因 式 分 解 定 理 与 重 因 式 


主要 内 容 


1. 定义 1 Ж@ ЮР 上 次 数 不 小 于 1 的 多 项 式 p(x) 不 能 表 
示 为 数 域 P 上 两 个 次 数 比 它 低 的 多 项 式 的 乘积 , 则 称 p (z) E S 
. 29 。 


域 P 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

零 次 多 项 式 既 不 是 可 约 的 也 不 是 不 可 约 的 . 

2. 定理 1 # p(xz) 是 不 可 约 多 项 式 , 则 对 任意 的 两 个 多 项 式 
faz), g(z2), H р(х) | у(х) (х) ЕЈ Н р(х) | f (z) 8 
р(х) \в(=х). 

3. 因 式 分 解 及 唯一 性 定理 数 域 PP 上任 一 次 数 之 1 的 多 项 
式 F(z) 都 可 以 唯一 地 分 解 成 数 域 P 上 的 一 些 不 可 约 多 项 式 的 来 
积 . 

4. 定义 2 ЖАН? OK р(х), RE р(х) | f (z), 
р(х) Сх), ШК p(x) 是 Сх) ВЈ k BN <. 

5. ЖУЗ 设 /(\х)=а„х"-+Ка„-ух" tHe Баха, , ЩЖ 
项 式 

f'(z)=na,z>" l+ (n—l1)a,- 2" 2 tHe + 2a,zr+a, 
为 f(z) 的 微 商 (或 导数 ). 

多 项 式 的 微 商 与 数学 分 析 中 的 微 商 有 相同 的 运算 性 质 . 

6. 定理 2 ЖАЧБ р(х) Е у(х) ЮА (ЕРЮ 
R, MEE AF(z) 的 大 一 1 重 因 式 . 

推论 1 若 不 可 约 多 项 式 p(z) 是 FCz) 的 有 (RE 之 1) 重 因 式 , 则 
plz) 也 是 (з), РО) EP (х) МАЖЕ Fo (x) B) 
因 式 . | 

推论 2 不 可 约 多 项 式 p(>)ËE f(x) 重 因 式 的 充 要 条 件 为 
р(х) f(x) 与 f(z) 的 公 因 式 . 

推论 3 多项式 p(x) 没 有 重 因 式 的 充 要 条 件 是 f (x) 与 
Г (х) = Ж. 


疑难 解析 


怎样 理解 多 项 式 F(z) 的 因 式 分 解 的 唯一 性 ? 
= ХЕР 上 的 一 个 次 数 宇 1 的 多 项 式 f(x) ,如 果 可 以 分 
解 为 P 上 的 一 些 不 可 约 多 项 式 的 乘积 , 则 这 种 分 解 是 唯一 的 , BD 
。 23 ° 


若 
f(z)= р (х) р(х) р, (х) = (х) (=)***q, (>z), 
W s=, ВАЖНА БН 
p (z)=cqi(z), 1=1,2,**,5, 
其 中 c(i 二 1,2,… ,5) 是 一 些 非 零 常数 . 也 就 是 说 , 因 式 的 差异 只 
表现 在 常数 c; 上 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


育 先 ,补充 一 下 最 小 公信 式 概 念 . wO flm), gl) | 
m): f(z),g(z) 的 任 一 公 倍 式 都 是 m (+z) B) Z: fir z , К 
m(X) 是 у(х) ,g(x) 的 一 个 最 小 公信 式 . 首 项 系数 是 1 的 最 小 公信 
式 记 为 Lf(x) ,g z) 1. 

例 1 Ж f(z),g(x) 的 首 项 系数 都 是 1, 证明 


_ f(z)g(x) 
| fz) , gz) ] = а), gz) D 


证 设 (f(x),g(7x))=d(x), BH /(х)=4(х) filr), g(x) = 
а(х) (x) W) (х) в (х) = (х) f, Ga) А Р(х) р, (z) /(х) 
与 g(x) 的 一 个 公 售 式 ， 

表 设 h(z) 也 是 f(z) 与 g(xz) 的 一 个 公 售 式 , 有 h(z) = 
f(z)s(z),h(z)= g(z)t(x) Bl 8 

(х) fi (zm=)s(z=)=d(x)g( (х)і(х), 
ЖН fi (z)s(z) = g (z)t (z), Ë g, (z) | fi (z) s (xz), 
Р. Сх) (в, (m=)t(z=). H+(f, (2) ,gi(z=))= 1,Pri g, (z) | slr). i 
5(х)=ру(х)5у(х), W АС) = Сх) е (х) 5 (х), R] h ( z) È 
f(x)g1《X) 的 一 个 信 式 . 因此 Сх) е, (xz) 是 f(z) 与 g(x) 的 最 小 
公 倍 式 . 得 
FC) ,g(z)]( f(z=) ,g(z=))= у(х) р (х) а(х) = f(r) g(r), 


__ f(x)g(x) 
Bp 70 gG) ]= er), есуу: 


. 24 » 


例 2 求 下 列 题 中 的 [f(x) ,g(x)]: 

(1) f(z)=x>°+3z++2,g(z)=xz + zx—2; 

(2) /\жх)=х*%-+Е5х°+7х—6,к(\х)=—х%—5х—7. 

E B KRH (Uf(z),g(z)), ИНА ЖЯ = sk НОНИ Е 
求 得 . 再 利用 例 1 PADR H. 

(1) 因为 Сх) = r +3>+2= (z=+])(z=+2),g(z=)= =: ++ 
一 2 一 (ZX 一 1)(Zx 十 2) ,所 以 (f(z),g(7z))= 二 x 十 2 ,于 是 

[ /(х),к(х) ]=(х--2)(хж-++1)(х—1)=х*-+2х*—х—2. 

(2) 因为 (f(x),g(x))= 二 1, 所 以 

[ fz) , р(х) |= f(r) р(х). 

ИЗ 求 下 列 多 项 式 的 公共 根 : 

/(ж)==х*+2х°-+-2х-+1; р(х) ел Бх 2а + zx+1. 

解 可 以 用 分 解 因 式 法 或 驾 转 相 除法 先 求 出 最 大 公 因 式 , 然 
后 求 得 公共 根 . 

/Схж)=(хж-++1)(х%+х+1), (х) = (а 十 1)(x’ 十 xz 十 1)， 
由 X? 十 x 十 1 二 [x 十 (1 一 VY31)/2j[Lzx 十 (1 十 V3i)/2] 
得 公共 根 为 (一 1 土 Y3i) /2. 

例 4 判别 下 列 多 项 式 有 无 重 因 式 . 

(1) (х) = r? 5л 7л — 2r 4х8; 

(2) (х) =х* Ах? 4х3. 

E HEF. 6 f(zx) 与 f(z) 互 索 , 则 f(z) 无 重 因 式 ; 若 
f(z) 与 f(z) 不 互 素 , 则 其 最 大 公 因 式 d(x) 的 任何 8 一 1 重 因 式 
即 为 ЈС) ЈА ЕХ. 

(1) f° (<=) = 5х* 一 20r? + 21а? 一 4х 十 4, 可 求 得 
(Р(х), f (ж))=(х—2)°*,} И f(x) 有 三 重 因 式 (x 一 2). 

(2) Р(х) = 4л 8х 4, RICCI), f (х)) 1, ТИ 
SORE ЖШ А. 

关于 多 项 式 的 可 约 与 不 可 约 ,必须 明确 它 是 与 给 定 的 数 域 有 
关 的 .在 一 个 数 域 上 不 可 约 的 多 项 式 , 在 另 一 个 数 域 上 可 能 可 约 ，. 
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如 xz? 一 3 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ,但 在 实数 域 上 却 可 约 , 有 > 一 3 二 
(z 一 V3)(z 十 Y3). 所 以 讨论 不 可 约 多 项 式 时 ,一 定 要 明确 在 什么 
Ж ЕРГЕ. 

15 证 明 : 次 数 大 于 零 且 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 f(x) 是 一 
个 不 可 约 多 项 式 的 方 赛 的 充分 必要 条 件 为 ,对 任意 的 多 项 式 (т) 

В (f(z),g(z))=1,sk # ERA m, f(z)| g” Co). 

| 证 必要 性 设 f(r) 二 p"(x),p(x) 为 不 可 约 多 项 式 , 则 对 
任意 多 项 式 g(r) Н (p( z) ,g(z2))=1 R p(z)| g (z). FE, ` 
(p(z),g(z=))= 1 BF, 18 (f(z),g(z=))=1;2:4 р(х) | (х) В, 
р" (х) gz) BI (х) 12" (х). 

充分 性 ”用 反 证 法 . 设 (2) = р" (х) fil). m221, р(х) Ж] 
AH р(х), (х) ,9( 7, (z=))>0 (/(х),/(ж))= р, Сх) 561,0 
县 对 任何 正 整 数 和 加 ,有 f(z2 fr (z). EEN 3 fC) | fr (=) , Wl 
由 р(х) | f(z2) É 8 р(х) |Р (х), h р(х) ЮА HJ 2J , ЛУН 
р(х) | 有 《xz) ,与 假设 矛盾 . 故 fa >Y fr Сх), Вр f(z) 必 为 一 不 可 约 
BHADANE. 

例 6 证 明 ; 次 数 大 于 零 且 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ER 
一 不 可 约 多 项 式 方 寡 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 多 项 式 g(x)， 
hC) ,由 Сх) | аСх) АС) АТИН f(x)|g(xz), 或 者 对 某 一 正 整 
数 т, (х) |h” (xz). 

证 ”必要 性 设 ба) = р(х), p a #7, Н f(x)|g(z)h(z)， 
但 F(z)+g(z), 故 00) 5 Һ(х)ЖД Н Ж. HH| h 5 知 , 存 在 正 整数 
m ,使 得 f(x=)]h"(x). 

充分 性 ” 设 条 件 成 立 , 但 jz) 不 是 某 不 可 约 多 项 式 方 赛 ,而 
有 {/\==рО\х®)А(х),Е >1‚,р(х)Ду 2], р(х) МАСх),20(АСЕ)) 2 
0. 则 有 РС) | р‘ Сх)АСх) ABE Сх) ър (z). W 8 IE 3⁄2 $ mm 使 得 
Гбх) | h" (х). 又 得 р(х) |А" (х). BT р(х) Ж W 2, W 8 
р(х) lhl) ,但 这 引出 矛盾 .所 以 f(z) 必 为 某 个 不 可 约 多 项 式 的 
ЛЗ ж. 
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例 7 证 明 : 设 p(z) 是 次 数 大 于 零 的 多 项 式 , 若 对 于 任何 多 
MA f(z),g(z),H р(х) | f(z=)g(z=) ЧИЖ р(х) | f(x) 或 
p(z)| g(z), WJ plz) 是 不 可 约 多 项 式 ， 

证 ”用 反 证 法 . 设 p(z) 可 约 , 则 必 存 在 次 数 小 于 3(p(z)) 的 
EMA f(z) ,g(x) ,使 得 р(х) = у(х) р(х), В) р(х) | Ск) (х). 
但 由 题 设 p(x) | Сх), р(х) (а(х), BQ (f(z))<3(p(x)), 
2(g(z=))<2Ə2(p(z)), 所 以 不 可 能 实现 .从 而 知 六 (z)? 必 为 不 可 约 多 
项 式 . 


PUT ”多 项 式 函 数 
复 系数 与 实 系 数 多 项 式 的 因 式 分 解 


主要 内 容 


1. 余数 定理 ”用 一 次 多 项 式 z 一 c 去 除 多 项 式 f(x) ,所 得 的 
余 式 是 一 个 常数 ,等 于 fo). 

如 果 f(a) = 二 0, 则 a 称 为 f(x) 的 一 个 根 (零点 ). 

推论 ај (х) еэ (x 一 a) | f(x). 

| 者 (x 一 a) 是 Р(х) АЈ k EAR, 4 k=1 时 ,a RAAR; k> 

1 时 ,a RAER. 

2. 定理 1 PLzj 中 次 多 项 式 (n 之 0) 在 数 域 P 中 的 根 不 可 
能 多 于 nn 个 , 重 根 按 重 数 计算 . 

3. 定理 2 EETA f(r),g(x) 的 次 数 都 不 超过 ,而 它们 
对 ntl 个 不 同 的 数 a ,as，… ,a,+1 有 相同 的 值 , 即 Со) = Са) 
(i 二 1,2, ,n+ 1), W) f(z) 二 g(x). 

4. 代数 基本 定理 ”每 个 次 数 不 小 于 1 ЖЖ Ж ЛИК {ЕЮ 
数 域 中 有 一 个 根 . 

即 每 个 次 数 不 小 于 1 的 复 系数 多 项 式 , 在 复数 域 上 一 定 有 一 
个 一 次 因 式 . 
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5. 复 系数 多 项 式 因 式 分 解 定 理 每 个 次 数 不 小 于 1 的 复 系 
数 多 项 式 在 复数 域 上 都 可 以 唯一 地 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 . 

6. 实 系数 多 项 式 因 式 分 解 定理 每 个 次 数 不 小 于 1 的 实 系 
数 多 项 式 在 实数 域 上 都 可 以 唯一 地 分 解 成 一 次 因 式 与 二 次 不 可 约 
因 式 的 来 积 . 


疑难 解析 


怎样 认识 多 项 式 是 一 个 水 数 ? 

® ”利用 定理 2 ,我 们 可 以 将 数 域 P 上 的 多 项 式 看 成 通常 的 
ЖЖ. # 

ГСх) =а,х" tanx) tHe ахта, 

是 数 域 P 上 的 一 个 多 项 式 , 则 YcEP, 由 f(x) 确定 一 个 数 f(c)， 
从 而 知 /z) 定 义 一 个 确定 的 函数 ,其 定义 域 是 P. 当 P ЕЗ Ж 
时 , 正 是 数学 分 析 中 的 多 项 式 函 数 , 称 为 PP 上 的 多 项 式 函 数 . 

每 一 个 多 项 式 都 定义 一 个 确定 的 函数 ,不 同 的 多 项 式 所 定义 
的 函数 不 同 .因此 ,可 以 用 函数 的 观点 来 研究 多 项 式 的 理论 ， 

但 是 要 注意 ,PLzj 的 两 个 多 项 式 f(x) 与 s(x) 所 确定 的 两 个 
多 项 式 隧 数 相 等 ,这 两 个 多 项 式 不 一 定 相等 . 因为 ,两 个 多 项 式 相 
等 指 的 是 它们 有 完全 相等 的 项 ,而 两 个 多 项 \ 式 哨 数 相等 指 的 是 
V c€ P,f(c)= 二 g(oc). 这 是 两 种 不 同 的 相等 概念 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


对 多 项 式 函 数 要 有 正确 的 理解 ,对 多 项 式 重 根 的 概念 要 有 了 明 
确 的 认识 ,掌握 讨论 多 项 式 重 根 的 有 关 问 题 . 

例 1 RE f/f(z)=x'—3zx'+tz=—1 HERH t 18. 

Ж ”因为 f(x)==3zx’ 一 6x 十 1, 用 轧 转 相 除 法 得 


f(z) = [+= -+)r'oy L st 3) +З, 


р 9 _ 45 
/ с) = | руз 401—3) 
Ф 28 а 


|с + (2-22). 


根据 f(x) 与 ff (ЖН Ж‹Ф=»л,(х)=0 sk ғ, (х) =0, АПА f(x) 
有 重 根 的 条 件 是 :一 3 或 二 一 15/4. 

例 2 求 多 项 式 zx’ 十 pz 十 g 有 重 根 的 条 件 . 

Ж AA рет) 二 3z? 十 p, 可 以 求 得 


f G) == x? +ра+а= 20327 р) + рх+д, 


fama to (оре) Сеа) р, 


所 以 当 т (х) = £ pr+q=0 ‚24 p=q=0 时 ,f(x) 有 重 根 ; 


2 ， 
当 (=P =o, 1р? 372 =0 时 ,f(x) 有 重 根 


例 3 者 (z 一 1)*|Az’ 十 Bx’ 十 1, 求 A,B. 
解 一 ”用 (zx 一 1)? 去 除 f(z) 二 Az’ 十 Bz’ 十 1 ,得 余 式 
r (z2)=(4A+2B)=+1—3A—B. 

Н + (х) =0 18 4A 十 2B=0, 1—3A—B=0, 
解 得 A=1, B=—2. 

= НЕА. 因为 (xz 一 1)*|Ax’ 十 Bx 十 1, 所 以 x 二 1 是 
(х) = Ax + Bx: +1 与 f(x) 二 4Azx’ 十 2Bzx 的 根 .由 

fO=A+B+1=0, /f'(1=4A+2B=0, 

解 得 A=1, B= 一 2. 


х? х" 
(1) fasslet te 
(2) gSa Үп" Hetaa 0 „++ * 3 * 2r+n!. 


证 D 因为 f'G)=1+z+5+ 4. :十 一 一 一 ,所 以 


G5] 
Гау Р Ha. 
(f(x), PCz)) 一 (G) +r f a ) 


. 20 ° 


= (f(z) )=1 
从 而 知 f(z) 没 有 重 根 . 


D ЖЕ т С) 


Ет C0 有 完全 相 同 的 要 ,所 g(x) 没 有 


重 根 . 
5 夺 a 是 f(x) 的 一 个 上 重 根 , 证 明 a 是 


— f(z)+ f(a) 


的 上 十 3 ЖЖ. 
证 因为 


"TORON! 
g'G)=— f (z), 


Ша f” (z) k ER, Иа Жр (2) 2+1 ER. 

又 由 (а) = 0, р (а) = 0 1, # a 89 р(х) № t ER, 25 
g (ZX) 的 1 一 1 RR, (2) 0 t— 2 重 根 .由 1 一 2==k 十 1 知 ,a 为 
g (Zz) 的 上 十 3 ЖЖ. 

例 6 证 明 :xo 是 SODH k ERS f(z,)= Р (хо) = = 
fE? (м»)==0,1Ш ft? (х) 50. 

证 必要 性 r E/H k ER, M r Æ fR ki 
重 根 , 依 次 递 推 , 知 л, E fe ORAR IB FE ft (z) 的 根 , 所 以 

fE) = р (з) = = fE (y )=0, Fo(zo) 天 0. 

充分 性 由 上 广 -…(r)=0, SfE (%)550 8 х, É f% U (z)Ë9 
单 根 ;又 由 广 ”(zo) 一 0 知 Е 9 (сән 2 ER; REHE, 
知 хо 是 f(z)B k WEN. 

例 7 举例 说 明 断 语 “ 车 a 是 f(z) 的 mm Ж, Що Е Сх) 
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m 十 1 重 根 ” 是 不 正确 的 . 
解 例如 f(z)=x"t1—1,#8 f (х) = — 


Го) m 重 根 ,但 不 是 f(z) 的 根 . 

事实 上 , 仅 当 (x) 的 m 重 根 同时 为 f(x) 的 根 时 , 它 是 f Co) 
的 m+ 1 重 根 . 

例 8 证 明 : 藻 (z 一 1) у(х"), Са" 1) | f(z"). 

证 因为 (zx 一 1)| f(x"), 所 以 1 是 f(z”) 的 根 . 由 a= 
f(1)==0, 得 (zx 一 1) | f(z), 故 存在 多 项 式 gC), Œ f) = 
(х— 1) (х). РЖ f(y)= 二 (y 一 1)g(y). 邻 y 二 zx", 有 即 f (z2") = 
(х"—1)е(х")=>(х"—1)|/(х"). 

@ 9 EBR: Ele trt! Cr) 十 zf (х), N 

(х—1){/\(‹ж), (ж—1)|/%С\т). 

证 о олх°+х+1 的 两 个 根 为 

a 一 (一 1 十 V3i)/2， 8 一 (一 1 一 V3i)/2. 


rz" .显然 х=0 是 


因 为 а? —1= (х1) (5 十 zx 十 1)， 
所 以 е =p 一 1. X 
2? Бх+1= (ха) (х В), 
В. (х —а) (= 8) |А (х) хр, (х), 
所 以 上 fi taf:d)=0, 
Р) +8700) =0, О) +87, (1) =0. 


18 АС) = ур 01) =0, AmA 
(х--1) |, (х), (х= 1) 107, (z). 
例 10 求 多 项 式 zx" 一 1 在 复数 范围 内 和 在 实数 范围 内 的 因 
ХЖ. 
2 т = 


E W Er 一 cos — +'isin — 


因为 x" 一 1 在 复数 域内 恰 有 7 个 根 в, (一 0, l, ,2 一 1) ,所 
以 zx" 一 1 在 复数 域 上 的 因 式 分 解 为 


(k=0,],*: ,1 1). 


. 3] ° 


х"——1=(хж-— 1)(х-—єү)(х—&,)'***(ж——є„—\). 
在 实数 域 上 9 由 Fe, =en- ЕД 
2ko 


e, Бе, “E +e, =2cos _ 


是 一 个 实数 . 又 由 于 
(e, Fen) —4=4cosš° 一 4<0 (В=0,]1,+=+,п-——1), 


故 2? — (ë, Fendert 是 实数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 
当 n 为 奇数 时 ,有 
2" — } = (ж-- 1) Lx? — (е +е,-1)2+1 | [2 (en = 十 es ых 1] 


=(xz— 1) si 一 2zcos ат). [2 一 2xcos a 0р) 


= (z—1) (= - acos E 4 1), 


k=] 


x п 为 偶数 时 ,有 
z"—1 =(z=—1)(z=+1)[z'—(e te, Drt] 
[х* — (єз Temi)z+]] 


=š 


=(z—1) (+Z + 1) П G 一 2zcos 2+1). 


k=l 


例 11 求 下 列 多 项 式 的 有 理 根 ， 

(1) х —6x + 15x—14; 

(2) 4х*—7х°—5х—1; 

(3) х*++х*—6х%*—14х°—11х—3. 

Ж (1) fO) Bb m 2 3 1П0ЖЛИ,, I 5 Re 5⁄2 А.А 
SAHR , 必 为 整数 根 , 且 为 常数 项 一 14 的 因 式 , 即 可 能 是 土 1， 
+2,+7,+14. 又 由 f(2)=0 知 ,2 是 Р(х) ЮН. 

经 验证 ,2 是 f(z) 的 单 根 ， 

(2) f(z) 的 痛 项 系数 是 4 的 多 项 式 , 故 f(x) 的 有 理 根 化 为 既 
约 分 数 后 ,分 母 必 为 4 的 因 式 ,分 子 为 常数 项 一 1 的 因 式 , 即 可 能 
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是 十 1, 士 郊 , 士 子 . 又 由 f( 忆 -0 知 ,一 方 是 f(x) 的 有 理 根 


ZWE- E f(x) 的 二 重 根 


(3) 同 题 (1)、(2), f (z) A FB ВО PT Bo 8 3 + 1, + 3. H 
f( 一 1)=0,f(3)=0 知 ,一 1,3 是 f(z) 的 有 理 根 . 

经 验证 ,一 1 是 f(x) 的 4 重 根 ,3 为 f(z) 的 单 根 ， 

验证 一 般 用 综合 除法 进行 . 

例 12 证 明 :;zx" 十 ax” "十 b 不 能 有 不 为 零 的 重 数 大 于 2 的 
根 . | 

证 (х) = x" Бах" "+b, 

Р Сх) =пх" taln т) х" "=" | пх" +а(п-— т). 
Ш р(х) =пх”" Ба(п— т), g (х) = тпх"!. 而 g(x) 没 有 不 等 
于 零 的 重 根 ,从 而 f(x) 不 可 能 有 不 为 零 的 重 数 大 于 2 WR. 

例 13 证 明 : 若 f(z)| fa"), MJ f(x) 的 根 只 能 是 零 或 单 
位 根 . 

证 жо (хәй, ШН f(z)| f(x"), 知 a 也 是 f(z") 的 
根 , 从 而 Fo") 王 0, 故 o 又 是 f《z) 的 根 .如 此 继续 , 则 知 a,a" а", 
… 都 是 f (z) ВАЙ. 

若 f(x) 是 mm 次 多 项 式 , 则 f(x) 最 多 只 能 有 m 个 不 同 的 根 ， 
即 存在 正 整 数 上 过 4, 使 得 

а" =a" „Вр a" (o —1)=0, 
Жа 或 为 零 或 为 单位 根 . 
例 14 EFIS ER: f (z) 8 n ER, S tB n = 
a( f(r)). 
证 设 了 f(z) 所 有 互 不 相同 的 根 为 a,as，…,a;;, 其 重 数 分 别 
Ж] m sm setam, s DU 
m tm t'e tm =n]. D 
因为 (х) | Ск), anata, 也 是 f(x) 的 根 , 重 数 分 别 
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为 m tlm T 1, т, 1, | 
(m, +-1) + (m, +1) + + (m, +1) = n. (2 
ШЕ ЖО. 018 n—s=xn—1=>s=1.Br l, f (z) R£ — а, 
是 ”一 1 重 根 , 从 而 a 是 f(z) 的 n 重 根 . 
例 15 设 acz ar 是 2 个 不 同 的 数 , 而 
F(z=)=(zm=—a)(z=—a,)**(z—a,). 


A: > (= OR (a,) = 1, 


(2) 任意 多 项 式 а F(z) 除 所 得 的 余 式 为 


Эу CZE ay 


证 (1) 因为 
Кош) Wy (вал) (хаш Jee (zr—a,) , 
£ d; 


但 是 F'(z)=(xz—a,)(z=—a,)*:'(z—a,)+(z—a)(z—a,)** 
(=—a,)- Ска) сха) (Сх-а,-1), 
Е (а;) -一 (а; ау)" (а; ~“ di-l ) (aq; —a;+i)*°° (а; —a,) $ 


所 以 Е, = а) Ceara) 
(х—а;)Ё (a) (aa) (а; aimi) lai a) lai T an) 


用 反 证 法 .车 D o rg 1 0 , 则 其 次 数 不 大 于 


n—1. BRA n 重 根 是 不 可 能 的 , 故 必 有 
- F(x) __ 
> (z—a)F (a) ` і. 


і = 1 


(2) £ (х) = > Ç а. , 则 多 项 式 f(z) — r (z)#8 


№ а, ,as，… га, ,从 而 F(x)| f(r)—r(z). 
W f(z=)—r(z)=F(z)g(z), 
则 у(х) = F(z=)g(z)+r(x%), 
其 中 (х) =0 sE3#⁄2(r(xz))<n, В| r(z) 8 Fer) (х) РТВ 
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余 式 . 
例 16 Ё а, „4 ›,`°*,а„ 与 F(z) 同 例 15,06,62, Dr 是 任意 
n 个 数 , 多 项 式 


_ < b,F (z) 
L(x) = 2) С 75Е( а) 


ЖЕЖ Іса) =, G=1,2,--,m) MJ Est ropas Аа 
式 . 利用 上 面 的 公式 求 : 

(1) 一 个 次 数 小 于 4 的 多 项 式 f(x) , 它 适合 条 件 /(2) 一 3， 
f (9)=1,f(4)=0,f(5)=2; 


(2) 一 个 二 次 多 项 式 f(x), ЕФЕ r=0, sn 处 与 图 数 sinz 


有 相同 的 值 ; 

(3) 一 个 次 数 尽 可 能 低 的 多 项 式 f(z), 有 f(0)=1,f(1)= 
2,f(2)=5,f(3)=10. 

解 Cd) 在 例 15 +, 2 n=4;a ==2,а, =3,а; =4,а, =5;b = 
3,b;,= —1,b,=0,b,=2;F(z=)= (=—2)(z=—3)(=z=—4)(=w=—5),lllJ 
求 得 多 项 式 | 


_ __3(®-—3)(ж—4)(х—5)__(х—2)(х—4)(х—5) 
SDSL = Ta) GDG) 


2(z 一 2)(z 一 3)(z 一 4) 


+7(5—2)(5—3)(5—4) 
=E tart, 
(2) 取 ?一 3;0 =0,a = a; =b =0,,=1,b,=0;F(z) 
一 z(z 一 于 jz 一 z, 则 求 得 多 项 式 
(х—0)(х—т) 4 


f(z)= L(z)= 


= x T(x), 
(т°)(т—”) 
(3) Ju я=4;а,=0›,а,=1,а,=2›,а,=3;Ьу=1›,б,=2,Ьу=5, 
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六 一 10,FCz)= 一 zz 一 1)(z 一 2)(Cz 一 3)， 则 求 得 多 项 式 


_z(z=—1)(z=—2)(z—3) | _2х(х—1)(х—2)(х—3) 
Ра 1а о русо 203 CD 002503 


5х0 1) (2—2) (х — 3) 
(х2) (2—0) (2—1) (2—3) 


+ 10хҗ(хҗ—1)(х—2)(х— 3) 
(х——3)(3—0)(3—1)(3—2) 


=х*-+1. 
这 是 满足 条 件 的 最 低 次 多 项 式 . 因为 一 次 多 项 式 g(x)= 二 ax 十 5 Ж 
可 能 有 g(a;)=5b, G=1,2,3,4). 

例 17 设 FGz) 是 一 个 整 系数 多 项 式 , 证 明 : 知 f(0) 与 f(1) 
都 是 奇数 , 则 f(z) 不 能 有 整数 根 . 

证 НЫШ. Ба 是 f(x) 的 根 , 则 (x 一 a)| f (>), Вр 
f(x) 二 (x 一 a)q(z), 可 以 证 明 ,g(z) 也 是 整 系 数 多 项 式 .将 二 0 
与 х=1 КА. f(x) 二 (x 一 a)q(lx) 得 

f(0)= —aq(0), /f(1)=(1—a)4q4(1). 

由 于 F(0) ,FAF1) 都 是 奇数 , 则 a 与 a 一 1 都 应 为 奇数 ,但 这 是 
不 可 能 的 , 故 f(z) 没 有 整数 根 . 

例 18 证 明 ; 多 项 式 р(х) Д ах – Б (a 关 0) 所 得 余数 为 


F(Z) ,并 求 出 о) =8x' +9 除 以 zz 十 3 所 得 的 余数 


证 B f(z) 除 以 ax 一 5b 所 得 的 商 及 余数 分 别 为 q(xz) 和 和 7, 则 
f(z)=(az=—b)q(x)+r. 


令 х= (2) = 


a tt 
将 F(z) 王 8z 十 9 除 以 2z 十 3 时 ,aa 一 2,0 一 一 3, 故 
З Lo/_3Y 110 — — 
r= Í > )=8( >] 十 9 一 一 27 十 9 一 一 18. 


例 19 证 明 : 若 a 关 土 1 是 整 系数 多 项 式 f(x) 的 整数 根 , 则 
f(1)/(a 一 1),f( 一 1)/(a 十 1) 都 是 整数 . 
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证 设 Р(х) =а„х”-+Ка„-ухл" 十 十 aiZ 十 ao， 
其 中 ao ai，a 都 是 整数 . 

因为 (zx 一 a)| f(x), 则 有 

Сх) = (ха) СЬ, уа" br tHe tH atd). 
展开 后 比较 系数 ,得 
Б, =а„, b,-,=a,- Tab, , ***, b =a tab. 
H Taj sal, sAn 都 是 整数 , 故 Do 00 也 都 是 整数 ,所 以 
fO) (1-а) (6,1 tbn- tte T bi bo) 
1 


a a—1 
一 一 Do-1 一 0 一 人 一 00 
是 整数 . 同样 
a+1 atl 
也 是 整数 . 


第 五 节 有理 系 数 多 项 式 
多 元 多 项 式 ” 对 称 多 项 式 


主要 内 容 


1. 如 果 一 个 非 零 的 整 系数 多 项 式 g (z) =b," tb, z"! + 
"十 bo 的 系数 5b,,0,-1，"… ,bo ВАУ РІ 的 公 因 子 , 也 就 是 说 ， 
它们 是 互 素 的 , 则 g(x) 称 为 一 个 本 原 多 项 式 . 

2， 高 斯 {Gauss) 引 理 ”两 个 本 原 多 项 式 的 滋 积 还 是 本 原 多 项 式 . 

з. 定理 1 者 一 个 非 等 的 整 系数 多 项 式 能 够 分 解 成 两 个 次 数 
较 低 的 有 理 系数 多 项 式 的 乘积 , 则 它 一 定 能 分 解 成 两 个 次 数 较 低 
的 整 系数 多 项 式 的 乘积 ， 

推论 Ü f(x),g(z) 是 整 系数 多 项 式 , 且 g (z) ЕАН). ж 
f(x) 二 g(x)h(z), 其 中 h(xz) 是 有 理 系数 多 项 式 , 则 h(x) 一 定 是 
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整 系数 的 . 
4. 定理 2 R 
Рх) = ах" ta, x l tH +a, 
是 一 个 整 系数 多 项 式 ,r/s 是 它 的 一 个 有 理 根 ,其 中 r,s H 3 , WU D 
有 sla, ,riao. 特别 地 , 若 f《z) 的 首 项 系数 a, 二 1, 则 f(x) 的 有 理 
REER, HRE а, 的 因子 . 
5. 定理 3( 艾 森 斯 坦 (Eisenstein) 判 别 法 ) 15 
太一 az" 十 QZ 十 十 ao 
是 一 个 整 系数 多 项 式 ,各 有 一 个 素数 户 ,使 得 
(1) Рм; (2) 六 aya aycoy (3) PPa. 
M f(x) 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 . 
6. 设 PP 是 一 个 数 域 ,x 2; z, л 个 文字 , 则 形 如 
axt хб see б» (aC Р, А; ‚Ё ‚УЙ, 为 非 负 整数 ) 
HAF , 称 为 一 个 单项 式 ， 
一 些 单项 式 的 和 


› Чү, хі ж? see gin 
k, sko МА, 


У п 元 多 项 式 ( 或 多 项 式 ). 

定义 1 所 有 系数 在 数 域 P 中 的 n 元 多 项 式 的 全 体 , 称 为 数 
域 P Е л 元 多 项 式 环 , 记 为 P| x, 22 ‚эж, J. 

7. 关于 字典 排列 法 ,有 

定理 4 `i f(a,z,, `" In) Ær gC Z," Z,)2S0 В, 36 
积 f a) ya vte La ECT sT? бух) А Ji S + f(x, » To °" T, ) 
的 首 项 与 g(xzi ,zs ，… ,Xx,) 的 首 项 的 来 积 ， 

推论 1 Ж /550,1=1,2,+-,т.| fi f, f, 的 首 项 等 于 每 
A+ Ë š B 3 #4. 

推论 2 # fx z; TX) 30, gC E Zx | st TX) 560 ; 则 

fa, s + "'* Xn) ELT: 22 5 “+ Za) 560, 
8. EZTA 
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fa А х) E 22 „ац a TIP 


中 每 个 单项 式 都 是 т 次 的 ， 则 将 此 多 项 式 称 为 m 次 齐 次 多 项 式 . 
两 个 齐 次 多 项 式 的 乘积 仍 是 齐 次 多 项 式 . 
9. 定义 2 ni f (zi, ,Zz,), 如 果 对 于 任意 的 i,j， 
1<і<ј<п, #9 
CR 
则 称 此 多 项 式 为 对 称 多 项 式 ， | 
对 称 多 项 式 的 和 、 积 及 对 称 多 项 式 的 多 项 式 还 是 对 称 多 项 式 . 
o= x, Tx, T: Tx, 


o =L) L3 T zi z | T+ Z,- |Z, 


On ЖЛ T. 
称 为 初等 对 称 多 项 式 . 任 一 对 称 多 项 式 都 能 表 成 初等 对 称 多 项 式 
的 多 项 式 . 
10. 对 称 多 项 式 基本 定理 ”对 于 任意 一 个 n 元 对 称 多 项 式 ， 
存在 唯一 的 n 元 对 称 多 项 式 p(y ,y。，…，,y,) ,使 得 


f(x Хә +" "° » T, ) = olo: O02»""" On). 


疑难 解析 


1. 求 有 理 系 数 多 项 式 f(z) 的 有 理 根 有 瑞 些 步骤 ? 

= 一般 步 又 如 下 : 

(1) 化 f(x) 为 整 系数 多 项 式 ，; 

(2) 由 首 项 系数 a, УЖ йа, 写 出 全 部 待 验 有 理 数 g/p, 其 
中 p pa, 的 正 因 子 ,q Ма, 的 因子 , 且 pq ER, 


з) HREP 17 REE 75у 


的 待 验 有 理 数 广 ， 


(4) 对 余下 的 有 理 数 用 综合 除法 逐一 验证 . 
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2. 用 艾 森 斯 坦 判 别 法 判别 一 个 整 系数 多 项 式 / (z) TE 5 E SÉ 
域 上 是 否 可 约 , 要 注意 哪些 问题 ? 

= ”要 注意 以 下 问题 ， 

(1) 用 来 检验 的 数 p ДЕЖ. 

(2) 欧 森 斯 坦 判 别 法 是 判别 整 系数 多 项 式 在 有 理 数 域 上 不 可 
约 的 一 个 充分 条 件 . 当 所 有 条 件 都 满足 时 ,才能 判定 不 可 约 ; 当 条 件 
有 一 条 不 满足 时 ,不 能 下 任何 结论 ,只 能 考虑 用 其 它 方法 来 判别 . 

事实 上 ,有 时 要 对 多 项 式 进行 变换 后 再 判别 . 如 /(х) = х 
х? 32° 一 7X 十 10 经 过 变换 ryti ,化 为 фбу) = f(y+ 1)= у 
十 3 十 6y 十 6, 取 pp 二 3, 则 由 艾 森 斯 坦 判 别 法 知 ,p(y) 在 有 理 数 
域 上 不 可 约 , 即 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

对 次 数 不 小 于 2 的 有 理 系 数 多 项 式 ,如果 没 有 有 理 根 ,只 能 说 
它 没有 一 次 因 式 ,可 能 还 有 别 的 因 式 , 故 不 能 据 此 断言 其 不 可 约 ， 

3. 用 字典 排列 法 将 多 项 式 表示 为 对 称 多 项 式 的 一 般 步 又 是 
什么 ? | 

E ”字典 排列 法 也 称 逐 次 减 去 首 项 法 ,其 一 般 步 又 是 : 

(1) 找 出 首 项 anri хел k 226,20. 226, ; 

(2) 写 出 ф:ф аю 262 Som ‘om; 

(3) Е А = еф. 

(4) 再 对 f, 继续 步骤 (1)、 (2) ,如 此 反复 ,直至 

f fi- T фь =O, 

则 f=@ +e, t to. 

4. 用 待定 系数 法 将 对 称 多 项 式 表 为 初等 对 称 多 项 式 的 一 般 
步骤 是 什么 ? 

® (1) 根据 f 的 首 项 指标 组 , 写 出 所 有 可 能 指标 组 . 指标 组 
Cki ооо, Е: 

АТАН Е T JS W ЗЕЯ. А 2202666 k Ж f ANR 
多 项 式 ,指标 组 (CR sks teska) ТЙЛДЕ ki + k; + ° + k, = deg f 
(deg 表示 次 数 ). 
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(2) 由 指标 组 (CR ，…R) 写 出 对 应 的 G H) 5 ЖЕН) Ж # 
Zk g ^з өе) Tkn gf” , 
(3) 由 所 有 这 些 方 赛 , 写 出 所 求 多 项 式 的 一 般 形 式 , 其 首 项 系 
数 即 为 了 的 首 项 系数 . 其余 各 项 系数 用 A,B,C,… 代 赫 . 
(4) 以 适当 的 Ti (i 二 1,2,，…,n) 值 代入 (2) 中 所 得 表达 式 , 得 
到 一 个 关于 A,B,C,… 的 线性 方程 组 , 解 此 方程 组 即 求 得 A,B, 
C,… 的 值 ， 


k 
@\! 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


求 多 项 式 的 有 理 根 ( 上 节 例 11) 必须 按 疑难 解析 1 的 步骤 进 
ÍT ,否则 将 出 现 错 误 . | 

1 求 多 项 式 /f(x) 二 x 一 5x’: 十 11x’: 一 16x 十 12 的 有 理 根 ， 

解 ” f(z) 是 首 项 系数 是 1 的 整 系数 多 项 式 , 故 其 有 理 根 均 为 
整数 , 且 均 为 常数 项 12 的 因子 ,有 士 1, 士 2, 士 3, 士 4, 士 6, 士 12， 


/(®)=3, /с—1)=45,& #1 不 是 SO ЖЮ. ЖСР 
ST, = +24 时 为 整数 . 


应 用 综合 除法 于 а=2,— 2,4 检验 
211—5 11 一 16 12 
2 一 10 一 12 —ə2| 1 一 1 


所 以 2 是 FGz) 的 二 重 根 ,一 2,4 不 是 有 理 根 . 
例 2 求 出 所 有 使 f(z)= x +m=+1 在 有 理 数 域 上 可 约 的 
整数 m. 
E ”分 有 和 无 有 理 根 情形 讨论 ， 
(1) # FGz) 无 有 理 根 , 则 f(x) 必 可 分 解 成 一 个 三 次 多 项 式 
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与 一 个 二 次 多 项 式 之 积 , 即 
f(z=)= (z! Ках? +bzr+])(2%2°+cz+1), Ф 
或 Р(х) = (х5 +az2+bzr—1)(z°+czxz—1), (2) 
AF a,b,c 均 为 整数 . 展开 式 @ ,经 比较 得 
a+c=0, actbti=0, atbe+1=0, b+c=m, 

解 得 а= —–1,6=0,с=1,т=1. 展开 式 外 ,经 比较 得 

4 十 c 王 0，ac 十 0 一 1 一 0， 一 4 十 pc 一 1 一 0，0 十 c 一 一 
没有 整数 解 . 

(2) # f(x) 有 有 理 根 , 则 f(1)=0 R f(—1)=0, 

14 f(1)=1+m-+1=0RJ—= m= —2. 

34 f(—1)= —1+m—1=0 him. 

综 上 所 得 , 知 m=0,1,—2 时 ,f(z) 丰 有理数 域 上 可 约 . 

H3 下 列 多 项 式 在 有 理 数 域 上 是 否 可 约 ? 

(1) 2241; 

(2) х* — 8 +125 +2; 

(3) х +з +1; 

(4) xz? 十 pz 十 1,p HARK; 

(5) x 十 4kzx 十 1,k 为 整数 . 

解 ” 可 以 用 疑难 解析 1 中 因 式 法 讨论 ,也 可 以 用 疑难 解析 2 
中 艾 森 斯 坦 判 别 法 讨论 . 

(1) 因为 常数 项 只 有 两 个 因 式 士 1, 而 士 1 都 不 是 x 十 1 的 根 ， 
所 以 fz) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

(2) 取 素 数 p= 二 2, 则 211,2|—8,2112,212, 但 2232 WH E 
斯 坦 判别 法 知 ,FCz)7 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ， 

(3) 作 变 换 z=y+ 1 代入 f(z), 化 为 

g(y)= fot D= у +6у? 二 15y 十 21y 十 18y +9у+3. 
取 2=3, 则 3+1,316,3115,3121,3118,319,313 ,但 3233, н 
森 斯 坦 判 别 法 知 ,P(?y) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 .从 而 f(z) 在 有 理 数 
域 上 不 可 约 . 
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(4) ERR z 一 > 一 1 代 和 人 f(x) ,得 
фу) = у*— Серу? +. С у (С 1р) у р, 
因为 рІС,, 11,2, ,bb 一 1, 所 以 由 艾 森 斯 坦 判别 法 知 ,p(Cy) 在 
有 理 数 域 上 不 可 约 , 从 而 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
(5) 作 代 换 z 一 ?十 1 代入 f(x) 得 
Ф(у) = у 十 4y 十 6 十 (4 十 4)y 十 4k 十 2. 
取 р=2, 1] 241,2!4,216,2|4k+4,2]4k +2,18 22404242), ЕН 
艾 森 斯 坦 判别 法 知 ,g&(Cy) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 , 从 而 f(x) 在 有 理 
数 域 上 不 可 约 . 
例 4 f(z=)=x' tar tbr сха 是 有 理 系 数 多 项 式 , 证 
Hj. SORAA MMR., 
zxz) 在 有 理 数 域 上 可 约 和 存在 有 理 系 数 的 二 次 多 项 式 g(z) 
及 一 次 式 或 常数 h(x) ,使 得 у(х) = р? (х) Rk (х). 
证 充分 性 是 显然 的 . 
必要 性 R f(z) 在 有 理 数 域 上 可 约 , 因 为 f(x) 没 有 有 理 根 ， 
则 必 有 
Сх) = (х? ахь) Са? taz tb:), a, b, (1 二 1,2) 为 有 理 数 . 
从 而 有 
f= g (z) — h° (z) 


@J 5 кашк OAAR ab T аы 
是 有 理 数 ,Yd 是 无 理 数 ,5b 了 关 0, 证 明 :a 一 b Vd 也 是 f (z) В. 
证 令 g(Cz) 一 [z 一 (a 十 pwd )][z 一 (ae 一 vd ) ] 
= д? —Z2az+ a° —ab° , 
则 f(x) 与 g(Cz) 都 是 有 理 系 数 多 项 式 , 它 们 的 最 大 公 因 式 也 是 有 
理 系 数 多 项 式 . 从 而 OS g(z) 或 者 互 罕 ,或 者 有 最 大 公 因 式 
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大 公 因 式 g(x), 即 g(z)| f(z),a—b Jd tB: f (z) КИВ. 

例 6 用 初等 对 称 多 项 式 表 出 下 列 对 称 多 项 式 ， 

(1) 222 ах tria, ара Балу азл р 

(2) (z, а) (а T z;)(z; tx); 

(3) (m, — z; )° (m, `r) (xz; —zs)° ; 

(4) tetai trari t aria tairi аёл; 

(5) Criz: Баз) (ааз rz) Саза zs) 

(6) (z, Hz: Бах) (х Hr Harz) (tı аз Hz). 

解 ”用 字 和 典 排 列 法 或 待定 系数 法 均 可 .字典 排列 法 步骤 见 疑 
难 解 析 3 ,待定 系数 法 步骤 见 疑 难 解析 4. 

D 因为 f(x) 的 首 项 为 rix tE p= 05 “63 二 0102，, 则 

fi =f- ф = (ах Бара trix, Har xi triax, tH arz) 

— (z) Hr, Hx) (zx; Harir, 十 rx) 
= — 3x T21; = — 303, 
所 以 Jf= № to =o: Зоз. 

(2) у(х) = хіх, + xix t riri t 2aiz:z; Hairi H rir, + 
z, 25 IF Ф: =0 o, 03 ==0102 M] 

万 一 /一 四 二 一 ZIZ22Z3 二 一 03， 
所 以 f= fi T A = oio: 一 03. 

(3) f(z)= (ax ar)? (mí — z, )° (z; — z+ )° 是 一 个 六 次 齐 次 
多 项 式 , 写 出 所 有 从 首 项 开始 的 所 有 六 次 指数 组 及 对 应 的 初等 对 
称 多 项 式 方 寡 的 乘积 ,并 列表 1-1 如 下 . 

表 1-1 六 次 指数 组 及 对 应 的 乘积 
指数 组 对 应 о: WIERE. 


—2 2—0 о. 2 
ot бә в = (сід? 


—1 1. .3 
і с 0377—0103 


3—3 3—0 0... 
0 @ s == оў 


3-2 2—1 1 _ 
бі o: 037010203 


с 22002 == 05 


э ә G e e 
ы в > ке м 
мю = о к. со 
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设 f= taco, T баў + со ооз + dos @ 
为 恒等式 . RR Tı s T2 9 E3 以 特定 数值 ,经 计算 得 表 1-2 如 下 所 示 。 
表 1-2 ЯЯ 


Tı 23 23 oi 02 03 / 
0 1 1 2 1 0 0 
1 1 — 1 1 — ] — 1 0 
1 } — 2 0 一 3 — 2 0 
1 1 1 3 3 1 0 
将 结果 代 人 式 @ ,得 


0=4+)b, 0=1—a—b+c+d, 
0=—27b+4d, 0=81+27a+27b+9ctd, 
解 得 4 一 一 4， 0 一 一 4， c=18, а= — 21. 
从 而 f= — &сіо, — 405 +18010:03 — 2705. 
(4) f 的 首 项 是 xizxi ,为 四 次 齐 次 多 项 式 . 写 出 所 有 从 前 项 开 
始 的 四 次 指数 组 及 对 应 的 初等 对 称 多 项 式 方 寡 的 滋 积 ,列表 1-3 
如 下 所 示 . 
表 1-3 四 次 指数 组 及 对 应 的 乘积 


指 数 组 对 应 о; WHERE 
2 2 0 0 oi o oo = o 
2 1 1 0 di '0% 03 “0% = 003 
l 1 1 1 ol 105 lo 0 一 04 
设 f=} tagio: + bo, › @ 


ЁЁ zl ,xz хз, z, 以 特殊 值 , 计 算得 表 1-4 如 下 所 示 . 
表 1-4 ИЖ 


£1 Tl < T3 T4 Ji g2 Сз O4 
1 1 1 0 3 3 1 0 3 
1 1 1 1 4 6 4 1 6 
КАФ 8 
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3 一 9 十 3a， 6 一 36 十 16a 十 b， 
解 得 a= 一 2,5 二 2, 从 而 
f= o; — 200г 204. 
(S) 将 f 展开 ,得 
f =Á at (rir rst rrixrs tirri) 
+ (2125 tarixi trixi) Ht tt 
=o +o, (xi tr tri) t fito, 
其 中 zitta = (x, Hr: + z,)2 —2(z,xz; triz, txr) 
=o — 20), 
而 Sriti trr 是 首 项 为 rir 的 四 次 齐 次 多 项 式 , 用 
相同 的 方 次 ,列表 1-5 如 下 所 示 。 
表 1-5 ДУНИЯ МУЧА 


指 数 组 对 应 ci 77 OG En 
2 2 0 go :gl °а = 0 
2 1 1 ot ‘02 ‘03 > 00 
设 fi =s; ооз ‚Ж Ti sT 23 以 特定 值 , 得 表 1- б. 
1-6 TSS 
Tı 2; Tı fi 22 03 
1 1 1 3 3 1 3 


代 人 fi 得 3 二 9 十 34, 解 出 а= —2, | f, ==%— 20102. 于 是 
f= +o; (а — 20, ) 十 gz — 200 十 ar3， 
例 7 用 初等 对 称 多 项 式 表 出 下 列 元 对 称 多 项 式 : 
(1) Уух}; (2) X ritr; 
(3) 2 riai: (4) X TTT. 
( > axi х#*** хт 表示 所 有 由 ary ху бб 经 对 换 得 到 的 项 的 和 ) 
ж “与 例 6 相同 ,用 待定 系数 法 . 


(1) 列表 1-7 如 下 所 示 ， 
46 ° 


指 数 组 
4 ооо 0 
3 1 0 0 0 
2 2 0 O 0 


2 1 1 0 = 0 


1 1 1 1 = 0 


指数 组 及 对 应 的 老 积 
对 应 о; ВЈ ЖЖЖ 


1—1 1—1 1—1 1—0 о 
б со) оз О `` 


1 f= ol Басо, + ba; + co) os + do, 5 
RA Ti 9 To | "5° 3520, 以 特殊 值 , 计 算得 表 1-8 如 下 所 示 . 


TI T? X3 24 
1 一 | 0 
1 1 0 0 
1 1 1 0 
1 1 —1 一 
分 别 代 人 式 加 ,得 


51-8 计算 结果 表 


х, | в, 0 0 
0 0 —1 0 
0 2 і 0 
0 3 3 1 
0 0 — 2 0 


Un — 14 


= © — © 


> w Co to | 


2=b, 2=16+4a +b, 3=81+27a+96+3c, 4=4b+d, 
解 得 a 一 一 4,5 二 2,c 二 4,d 二 一 4. 所 以 


ЭК: = бї — 4720, + 2о% + 4о\оз — 4о,. 


(2) 分 情形 讨论 : 
当 n=3 ff, 


Уілі дэл == XiZ2Z3(ZI + z+ 23) = 01033 


М n 之 4 时 ,f 首 项 为 zfxsxs ,列表 1-9 如 下 所 示 . 
1-9 ”指数 组 及 对 应 的 乘积 


指 数 组 
2 1 1 0 0 = 0 
11110 0 


对 应 ci КУ ЖЕЛ 


0103 


04 
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设 =o, Нас. АН ti =x: = t; =r =1,х == ==х„=0,1$ в, 
一 4,0, 二 6,0; 二 4,0 二 1,f 二 12, 代 入 f RRE 12=16+а. 从 而 
了 一 oa3 — ci. 
(3) 分 情形 讨论 : 
当 n==2 i}, J A = лілі = о 
4 n=3 BJ, B B riri IA 1-10 如 下 所 示 ., 
3 1-10 指数 组 及 对 应 的 乘积 
指 数 组 对 应 o, 的 方 春 乘积 
2 
1 


2 % 
2 


— с 


di 03 
it /==05 + aoo; . 18 Zi 一 2 一 Xi 一 ,得 goy =3,o == 3,03 = 1, f= 
3. 代 入 f R1 3=9-+3a, а= —2. 所 以 
= ø} — 20,06}. 
当 n 之 4 时 ,由 首 项 xixi ,列表 1-11 如 下 所 示 . 
表 1-11 指数 组 及 对 应 的 乘积 


指 数 组 对 应 o УТЕ 
2 2 0 0 0 0 
2 1 1 0 0 0:03 
1111 0 


设 /=о; + асіоз 十 bo. Ў Z(+ Z; Zas 以 特殊 什 ,得 表 1-12 如 下 
所 示 . 


51-12 计算 结果 表 


n Gi 02 É 04 f 
1 1 1 0 0 3 3 1 0 3 
l l 1 1 0 4 6 4 1 6 


代入 让 式 得 3=9 二 3a,6=36 十 16 十 D, 解 出 a= —2,b=2,BFF Dl 
f=0 — 2о\уоз +204. 
(á) 34 n= 4 时 ,f= P ухїхлїлазл, = отоу 
а 48 * 


当 n=5 时 ,由 首 项 xixixsx ,列表 1-13 如 下 所 示 . 


表 1-13 指数 组 及 对 应 的 乘积 


指 数 组 对 应 2; ЮУ Ж ЖЕ 
2 2 1 1 0 0204 
2 1 1 1 1 6105 


设 = оо, -асіоѕ. 赋值 хр = z; = z, = z, = z; 1,18 Су 一 0902 = 
10,0; 一 10,c =5,0; =l, f=30. 代入 f 式 得 30 =50 + 5a, # E a 


一 一 4, 故 Гозо, — 406105. 


当 n 之 6 BJ , h BI riria at ,列表 1-14 如 下 所 示 . 


1-14 指数 组 及 对 应 的 乘积 


指 数 组 对 应 о: BJ 77 ЖЕЕ Ë! 
221100 .0 204 | 
2 1 1 1 1 0 … 0 0\05 
1 1 1 1 1 1 … 0 06 

设 /= 0,0, -ас оз + bos. 赋值 、 列 表 1-15 如 下 所 示 . 
表 1-15 HAARR 
TI TXT TX TX Te 26 х lo G ao U 0 
1 1 1 1 1 0 = 015 10 10 5 1 
1 1 1 1 1 1 = 015 15 20 15 6 


oe f 
0 30 
1 90 


代入 f 318 30=50+5a,90=225+36a +b, AR H a= —4,b=9, FF 


以 
f == озо, — 40,0 + 905. 
例 8 
算 


(az Haia: t) (а tazas tai) (ох taia; аз). 


E ”由 根 与 系数 的 关系 可 以 得 出 
7 


6 O К 
ai Ta: аз = = аза Faia tara =F, 20: 02 03 一 


设 Ql +02 203 是 方程 5х — 6х? 75—88 == 0 的 三 个 根 , 计 


БЕ 
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再 化 对 称 多 项 式 
Р (а? tarax: 25) lit arr, t)i t xz, z, + xš) 
为 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 . 由 首 项 rir 列表 1-16 如 下 所 示 . 
91-16 RAK I RI R R 


指 数 组 对 应 о; HAERE 
4 2 0 сі 45 
4 1 1 0102 
3 3 0 о) 
3 2 1 010293 
2 2 0 03 
设 f= oro; аа! оз T boa, t- coio:0; + do. @ 


赋值 计算 ,得 表 1-17 如 下 所 示 . 
31-17 计算 结果 表 


T) T? T3 01 0; 03 f 
0 1 1 2 mu 1 0 3 
1 1 — 1 1 — 1 一 3 
1 1 一 < 0 — 3 — 2 27 
oł 1 1 3 3 1 27 
ЖЕ AV A SQ ,得 


3=4+), 3=1l—a—b+c+d, 
27=-——27b-+4d, 27=81+27a+27b-F9c + d. 
mH а= —1,b=—1,c=0,d=0, ВТЕ 
f= 010% — ооз — 02 › 
АУ z) =a ух: =Q 203 =a, | 6/5 ,0 =7/5 0, =8/5, TE 
(а? taia: а) (а? taraa Faz) (а ааз Tas) 
=a доз 00 = —1 679/625, 
019 证 明 : 三 次 方程 z Баз? Бах фаз =0 的 三 个 根 成 等 
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差 数列 的 充分 必要 条 件 是 
2а1{—9ауа;-+27ау==0. 
证 必要 性 ” 设 方 程 的 三 个 根 成 等 差 数列 ,分 别 为 a 一 d,a,a 
十 d, 则 由 根 与 系数 关系 ,得 
a—d+a+aÑ+d=-— a, =>a= —a /3. 
代入 原 方程 得 


3 2 
ЕКЕ 
化 简 即 有 2ai 9а,а, 27а; =0. 
充分 性 设 2а —– 9а, а, 1 27а =0, Ж а= 一 分 代 人 原 方程 得 


-$) +е(-$) а) коо 
知 a 一 一 号 是 原 方程 的 根 . 


设 男 两 根 为 B,Y, 则 由 根 与 系数 关系 知 ,a 十 8 十 7 二 一 a ,所 以 
B 一 a 二 a 一 7,; 妈 a,8,Y 成 等 差 数 列 . 

例 10 证 明 : 知 方程 = 十 bz 十 qz 十 r 一 0 的 三 个 根 成 等 比 数 
У], а = p° r. 

证 ” 设 方程 的 三 个 根 为 asata , 则 由 根 与 系数 关系 得 

ax 十 at 十 at 一 一 力 ， a ta t Баб == q, азб = — ү, 
由 此 解 得 q' = р? r. 

11 б zz，…ze 是 方程 za 十 … 十 二 0 的 
根 , 证 明 :zyvzz，…，Z， 的 对 称 多 项 式 可 以 表 成 zi 与 cyaz，…， 
ana EMRA. 

证 设 f(xz ,Xa х.) 为 Lrs Lart s Z, 的 任 一 对 称 多 项 式 ， 
则 由 对 称 多 项 式 基 本 定理 ,有 

f (za my te y En) == бду 1021 0n)» @ 

式 中 o ,cs t soni 是 关于 лола z, 的 全 部 初等 对 称 多 珊 式 . 
令 oi s025 On 为 关于 хуул," 的 初等 对 称 多 项 式 , 则 有 
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с! =0 Ж» 03 一 02 — уо! aa Oni = On- 一 210 2。 
因为 z) 2 °° 5 Z, 是 原 方 程 的 根 , 故 由 根 与 系数 的 关系 知 
су ау, 02а; *%*%› 0 1 一 (一 1)” 'а„-. @ 
代入 式 图 可 知 ,o Æ risat an WEMA, 
с, 一 请 (za 和 ya)，i 一 1 2 ,n—1. 
#ЖЇК Ах ФА M, 即 知 f Cx ,23, ,Xr ) 可 表 为 zi 与 ayaz，…， 
a, 的 多 项 式 . 
例 12 Z 
Сх) = (z=—xz)(m=—sxz>,)'*(z—z,) 
| = р" х" t tHe T (—1)"G, 5 
H S, 二 x 十 Xt 十 十 Tt， Ё=0,1,2‚,+е 
证 明 ;(1) х (х) = (5,2 t Siart Hee 05,5105) (x) 十 
р(х) Palela) <n 8 р(х) =0; 
(2) н ЕИ В (Меміоп) AR: _ 
$,—о S, I Foz 8: He 1 С 1) ori Si 十 (一 1) os 一 0， 


1<А<л; 
S, ~o, Sei Hee T+ С IYO, S-n 220, kon. 
ШЕ ” 先 对 二 用 数学 归纳 法 证 得 
(х) 
f(r) = У DL, 


{== 1 


于 是 
х f (x)= У) х f) 


£ х; 


iml 
— У) (х1 — rh х) f(x) 


Z — Ti 


i=l 


fla) Sor +> Z = fu. D 


{ == 1 x — x; 


令 g(X) = У! i flx), M) 3(g(z)) < n (х) = 0. 
x 一 T; 


{ = 1 
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k+1 


> 2 ау - Sz 十 Xz 十 路 十 x 十?) 
х— x; 


i=} i=] 


= nz: + (z + хх + = 
+ (а + + zi at (zl + ° + zÀ) 
= Srt HS r Hee + S, z + S,. 
HAE A 
POS OTE SE Tat: 
(2) H f/(z2)=x"—o z" 4. (—1)"c, | WL 
хе р (а) = х [ах аа Су Л 
= ур" 一 (7 一 1)o7z 十 十 (一 1) 一 oz (D 
利用 题 (1) 的 结果 ,又 有 
POS ESSE Ба ттт r+ S,) 
° (х"—оух" teet OL) tga. B 
故 比 较 式 电 与 式 蛤 可 得 ， | 
当 kn 时 ,有 
Si—oSi toz 9-27 *** 6—1) 10-9 + С 1) Ао, =0; 
当 ¿>n 时 ,有 
S, —0 S ++ +С 1)" ao Seene T(—1)6,S,-, 一 0 
例 13 根据 牛顿 公式 ,用 初等 对 称 多 项 式 表示 S, S, ,S, ,S ,S. 
解 ” 对 S,= 二 zt 十 十 … 十 zr 用 牛顿 公式 讨论 ， 
(1) 当 2 之 6 时 ,对 1 委 & 委 6 得 
SŠ, =G > 
S, — g; S, +20: =0=>S,= o — 20,, 
$, — g; S: +o; Si — Зоз 一 0 一 > S, =o, | — 310: + 34: , 
S, 一 ol $; 十 oz S; — o; Sı 40, = 0 
>S == с} — hoia -4о,0оз 205 — 404, 
S; — a S, +0: $; — 03 S2 t0, S — 505 =0 
=> S, =0 — 5030: t560; t 50104 — 50,04 — 50203 T Sos > 
Š, — о; 95 十 oz Š, — os S3 +o, S: 一 gs Sı бов = 0 
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=> 56 == — boio: + 6olos 190102 一 6oia — 12010203 
+ ба, ов 205 боза, H304 — бов. | 
(2) 34 п=5 В},5,,5,,5,,5; 同 题 (1) ,但 对 =6 得 
Se —a Š; +o; 9, 一 0 Š; +z, S: 一 0 Š, =0, 
于 是 
S, =s — 6010, + бооз + 90105 — 6020, — 12010203 
十 6010s — 20 + бозо, + 30? — бов. 
(3) 34 n=4BF,S,,S,,S, 同 题 (1) ,Se 同 题 (2). 对 &=5 用 同 
样 方法 可 求 得 
$; 一 丰 一 5cios 5010: + 50104 — 50184 — 50203. 
(4) 当 n=3 B}, SoS; 同 题 (1) ,Ss 同 题 (3) ,Ss 同 题 (2). 
S,=o1 — 4010, t400; 205. 
(5) 当 п=2 时 ,S; 同 题 (1),S, AEO), S, 同 题 (3),Se 同 题 
(2). 
$, =gl— 36102. 
例 14 证 明 : 若 对 某 个 六 次 方程 有 5,=5,=0, | 
Sı Ds , S 
7 5 2 
证 因为 n==6, 所 以 利用 例 13 结果 可 求 得 
S, =É — 2o, 一 20 => — 0: =S, /2， 
S, = За, =0=> s; 三 0， 
S; == 50; => 0; = S; /5 , 
又 7>6, 由 牛顿 公 云 求 得 
S, 一 0194 Ho: S; — 0; Š. +Š; — 05 Š; 10 S, =0, 
得 S, =— 70:0». 从 而 


15 求 一 个 ?2 次 方程 ,使 得 S, =S, 一 … 一 39 一 0. 
解 ” 设 所 求 方程 为 
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m"—oa z" 十 十 (一 1)s5 一 0， 
由 题 设 条 件 知 o =S, =0. 根据 牛顿 公式 , 当 和 ”时 ,有 
Š, — oa 5,1 +s; S, 16 С 1) lea, $, 十 (一 1])*ko, =0, 


得 5, —a Š, +20 =0=>o, 一 0， 
5» 0; S, +0 5, — 303 一 0- 一 >03 =0 ,>**° 
因此 бр 一 02 = *** =g,—- = 0. 


故 所 求 方程 为 z"+ С 1) "о, 0, Вр z"-+a=0. 
116 求 一 个 n 次 方程 ,使 得 S,=S,=--.=S,=0. 
解 ” 设 所 求 方程 为 
2" — ox t.e +(e, =O. 
3⁄4 kn 时 ,由 牛顿 公式 
5, —019;-1 1:101) 1710,19, 十 (一 1 大 一 0. 
利用 题 设 条 件 得 (1), 19, (1) о, =0, 


故 Or = Or- Sı /k=o,-io) / Ë (& 一 4，3，…… n). 
于 是 о‹==о\ /1\ (:=1,2,++,лз), 

_ _ ‚бү А m-i 一 一 
所 求 方程 为 > (一 1) д` = 0. 


š = 0 


17 KUHE 如 十 2x 一 1 二 0 的 三 个 根 的 平方 为 根 的 方程 . 
解 ” 设 所 求 方程 为 x! ах? 十 bx 一 c 二 0, 题 设 方程 的 三 个 根 
为 21 s L2 ， 工 ;， 则 
а =r +r tar? = (a, tar Har) — 2t t + z z; + =, z;) 
一 0 一 2X2 一 一 4; 
b = zt xš алх? + ariar? 


= (лух, T-z=1 zs + z; zs )° — 22 zx zs (2) Har + zs) 


=4—2х] х0=4; 
c= 22022 = 1. 
故 所 求 方程 为 х 42° 十 47z 一 1 一 0， 
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种 二 章 {т Я] sÑ 


行列 式 计算 是 高 等 代数 中 的 一 种 基本 计算 ,行列 式 又 是 解 线 
性 方程 组 的 重要 工具 . 对 行列 式 的 概念 与 性 质 应 该 有 充分 的 了 解 ， 
必须 熟悉 行列 式 的 计算 规则 ,能 够 熟练 地 计算 行列 式 . 


第 一 六 排 C 


主要 内 容 


1. 定义 ”在 一 个 排列 中 ,者 一 对 数 的 前 后 次 序 与 大 小 顺序 相 
反 , 则 称 之 为 一 个 逆序 . 一 个 排列 中 逆序 的 总 数 称 为 该 排列 的 送 序 
数 . 

排列 лја], 的 道 序数 记 为 rij ja). 

逆序 数 为 奇数 的 排列 称 为 奇 排列 ;逆序 数 为 偶数 的 排列 称 为 
ЩН. 

2. 定理 1 对 换 改变 排列 的 奇偶 性 . 

推论 ”在 全 部 ”级 排列 中 , 奇 . 偶 排列 的 个 数 相 等 ,各 有 n!/2 
+. 

3. 定理 2 任意 一 个 ”级 排列 与 排列 12…n 都 可 以 通过 一 系 
列 对 换 互 变 , 并 且 所 作对 换 的 个 数 与 这 个 排列 有 相同 的 奇偶 性 . 

排列 12…n 称 为 标准 排列 . 


疑难 解析 


为 什么 要 讨论 排列 的 耶 序 数 ? 
答 ”在 行列 式 中 ,行列 式 的 项 是 由 位 于 不 同行 与 不 同 列 的 
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个 元 素 缚 积 构成 的 ,元 素 所 处 的 行 (或 列 ) 的 次 序 构成 一 个 n 级 排 
列 , 而 行列 式 中 该 项 前 面 的 符号 就 与 这 个 排列 的 逆序 数 有 关 . ТЕЙ 
定 行列 式 中 某 项 的 符号 与 研究 行列 式 的 性 质 时 ,都 必须 讨论 该 项 
的 元 如 排 列 的 奇偶 性 ,因此 ,必须 熟悉 排列 逆序 数 及 其 奇偶 性 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


要 求 能 求 排列 的 逆序 数 , 能 确定 排列 的 奇偶 性 ,能 对 排列 奇偶 
性 的 改变 进行 讨论 . 
例 1 决定 以 下 排列 的 道 序数 ,并 确定 排列 的 奇偶 性 ， 
(1) 134782695; (2) 217986354; (3) 987654321. 
E 法 1: 从 首 个 数 开始 ,逐个 考察 该 数 后 面 小 于 它 的 数 的 个 
数 , 求 出 总 和 ， 
法 2: 从 首 个 数 开始 ,逐个 考察 在 该 数 前 面 大 于 它 的 数 的 个 
(1) r(134782695) 一 0 十 1 十 1 十 3 十 3 十 0 十 1 十 1 一 10， 
或 r(134782695) 一 0 十 0 十 0 十 0 十 0 十 4 十 2 十 0 十 4 一 10， 
故 134782695 是 偶 排 列 . 
(2) _ r(217986354) 一 1 十 0 十 4 十 5 十 4 十 3 十 0 十 1 一 18， 
故 217986354 是 偶 排 列 ， 
(3) © r(987654321) 一 8 十 7 十 6 十 5 十 4 十 3 十 ?十 1 一 36， 
kk 987654321 是 偶 排列 . 
例 2 选择 ;与 & 使 
(1) 1274:56k9 成 偶 排列 ， (2) 1:2524897 成 奇 排列 . 
解 (1) i 与 & 可 能 取 值 为 3,8. 厨 i 二 3,k 二 8, 则 
r(127435689) 一 0 十 0 十 4 十 1 十 0 十 0 十 0 十 0 一 5， 
是 奇 排列 . 若 i=8,k=3, W | 
r(127485639) 一 0 十 0 十 4 十 1 十 3 十 1 十 0 十 1 一 10， 
是 偶 排 列 . 故 应 取 18,63, 
也 可 把 ;=8,k=3 视 作 对 :=3,k=8 进行 了 一 个 对 换 , 故 
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127485639 是 偶 排 列 . 

(2) i 与 & 可 能 取 值 为 3,6. 若 i=3,k 二 6, 则 

r(132564897) 一 0 十 1 十 0 十 1 十 1 十 0 十 1 十 1 一 5， 

故 当 i 二 3,k= 二 6 时 ,132564897 为 奇 排列 . 

例 3 写 出 把 排列 12435 变 成 排列 25341 的 那些 对 换 . 

解 ” 对 换 过 程 不 是 唯一 的 . 当然 希望 对 换个 数 越 少 越 好 ,看 起 
来 越 明 了 越 好 . 如 

(1,2) (1,5) 


12435 03) 19345 ———»01345 ——»2534]. 

例 4 决定 排列 n(n 一 1)…21 的 逆序 数 , 并 讨论 它 的 奇偶 性 . 

解 rnCn 一 1)…21)= 二 (x 一 1) 十 (mn 一 2) 十 … 十 1 二 n(n 一 1)/2. 

U n=4k,4k+1 时 ,排列 为 偶 排列 . 

当 n=4k+2,4k+3 时 ,排列 为 奇 排列 ， 

例 5 如 果 排 列 zize Ini z, 的 逆序 数 为 &, 求 排列 
хх „ухх ВОВ. 

解 因为 对 于 元 素 19 29 sy 中 任何 两 个 不 同 的 x; 与 Tj» 
在 TT"? T, sk х„х„—\*** Xl 中 必 有 一 个 且 只 有 一 个 构成 逆序 ,所 
以 ,这 两 个 排列 的 逆序 数 之 和 应 等 于 从 nR 中 任 取 两 个 元 素 
的 组 合 数 С? 二 n(n 一 1)/2. 由 于 rir'e a BO P PF SK k, W 
Lra х0 ЭЙРР п (n—1)/2—k. 

例 6 设 排列 zz …z 的 逆序 数 为 上 ,证 明 :; 可 以 经 过 上 次 对 
换 ,把 rira 变 成 排列 123…m。 

证 BE zzz 中 ,1 前面 个 数 ,2 前 面 大 于 2 的 有 
k, 个 数 ……n 一 1 前 面 大 于 1 一 1 的 有 ”一 1 个 数 , 则 

k=k, tki t'e tkn. 

将 1 与 其 前 面 的 T kh 个 自 右 向 左 的 对 换 , 便 使 ! 
排 在 首位 . 由 于 其 余数 的 顺序 不 变 , 再 将 2 与 其 前 面 大 于 2 的 k 
个 数 自 右 向 左 进行 &; 个 对 换 , 便 使 2 排 在 第 2 位 . 如 此 继续 , 则 对 
духо, HIRA ki tk te tk =k KX E, E T iE 
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LiL: L, ЗЕ 123-1. 
事实 上 ;往往 是 k<kı Fk 十 … t kni. 如 排列 4132 有 4 Ай 
序 , 但 只 需 进行 两 次 对 换 即 可 变 成 1234. Bl 


(2, 2,1 
41322, оузд P 234. 


”第 二 节 n 阶 行列 式 及 其 性 质 


主要 内 容 
1. 定义 1 „И 
ау ар ”Cin 
ds @ d; 
р, = І 


ал аш *% Am 
等 于 所 有 取 自 不 同行 不 同 列 的 元 素 的 乘积 а, а, …aw 的 代数 
Я, јаја "еј, 是 1 2 的 一 个 排列 . 4 jj J, 为 奇 排列 时 ,该 
项 市 有 人 负 号 , 当 Jj s, 为 偶 排 列 时 ,该 项 带 有 正 号 , 即 
D, = 5 (— Din gy arj, "dn. 


jija a 


者 将 行列 式 的 项 记 成 41@„2°°°@һ ; 则 
D, = У! (一 O bi kae Ai iG, 2 Aine 


(1) 行列 互 换 ( 转 置 ) ,行列 式 不 变 . 

(2) 以 一 数 习 行 列 式 等 于 用 一 数 飞 行列 式 的 某 行 ( 列 ) 的 所 有 
TR. 
行列 式 某 行 ( 列 ? 的 公 因 子 可 以 提 到 行列 式 外 . 

(3) 车 行列 式 某 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 都 可 以 写成 两 项 之 和 , 则 
此 行列 式 可 以 写成 两 个 行列 式 之 和 . 这 两 个 行列 式 该 行 ( 列 ) 的 元 
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索 分 别 为 对 应 的 两 个 加 数 之 一 ,其 余 行 ( 列 ) 的 元 素 不 变 . 

(4) 若 行 列 式 中 两 行 ( 列 ) 相 同 , 则 行列 式 为 零 ， 

(5) 车 行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 元 素 成 比例 , 则 行列 式 为 零 . 

(6) 将 行列 式 中 某 行 ( 列 ) 元 束 的 倍数 加 到 为 一 行 ( 列 ) 的 对 应 
元 素 上 去 ,行列 式 不 变 ， 

(7) 对 换行 列 式 中 两 行 ( 列 ) 元 素 的 位 置 ,行列 式 反 号 . 

3. 一 些 特 殊 行列 式 的 值 ， 


д! А, „ А\ 
(1) À; _ Аз и Аг 
à 2, i À 
对 角 行列 式 上 三 角 行列 式 下 三 角 行 列 式 
=A Àz ， 
А, А; А; 
(2) | А; _ I | А» _ | 4; 
А, А, А, i 
次 对 角 行 列 式 次 上 三 角 行列 式 次 下 三 角 行 列 式 
一 (一 1) AAA 
“БЕЛЖ Же. 
疑难 解析 
1. 为 什么 Р”, = |а, |, 的 一 般 项 可 以 记 为 
(аво д, уау еа, з Ф 


AP hisni, Б) јаја), 为 n 级 排列 . 
答 因为 hini, 与 Јаја") 是 > 级 排列 ,所 以 Gi j Gi, ;, `° ° 
a; ЖЕҢ D, 的 不 同行 不 同 列 的 n 个 元 素 的 乘积 . 
若 交 换 一 般 项 中 的 两 个 元 素 а; з, 与 aiji? 则 其 行 标 排 列 由 
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为 和 其 逆序 数 的 奇偶 性 改变 ; 列 标 排 
列 i s, 变 为 石和 天 1 其 逆序 数 的 奇偶 性 也 改变 . 
但 对 换 后 两 下 标 排 列 逆 序数 之 和 的 奇偶 性 不 改变 . 即 有 
一 
所 以 ,交换 式 @ 元 素 的 位 置 不 改变 其 符号 . 于 是 ,只 要 有 限 次 交换 
式 外 中 元 素 的 位 置 ,使 其 行 标 iiei, 化 为 标准 排列 ,此 时 列 标 排 
列 为 k k; 天。 „ДЯ 5 
С 1), Qij а. а), 
一 (一 П) 29а а азр "а 
一 (一 ] “07А a да, "%*а,Ё,. 
FRADE Р, = |а, |, 一 般 项 的 表示 式 ， 
| 2. 为 什么 实 п MTIR (n223) , šš n= 3 H, АШТ ЛЕ 
数 ; 当 n>3 时 , 负 项 个 数 为 偶数 ? 
E НУ л 阶 行列 式 是 n! 个 项 的 代数 和 ,这 里 的 负 项 将 
元 素 的 符号 计算 在 内 . 
用 а, (实数 ) 表 示 行列 式 D 的 第 i 行 第 j ITR, A CC, 
… Cu 表示 也 的 全 部 项 , 则 
M = СС, С, 
= (1) "2 (аца а, aman dn)” |. 
当 п= 3 Еў, М = — (аааз "аз a32 a3) <0, М D 62 
С, Со," Се 中 , 负 项 数 必 为 奇数 ， 
当 n>2>3 时 ,因为 n! /2 与 (n 一 1)! 均 为 偶数 , 故 M= C, C Cn 
之 0, 从 而 DRK n! 个 项 C C ste Ca PEA RAN , 必 为 偶数 个 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 
要 求 熟悉 行列 式 定义 ,能 利用 定义 确定 某 项 前 的 符号 ,能 计算 
与 证 明 行列 式 , 能 讨论 有 关 行 列 式 的 一 些 命题 . 
例 1 判断 Ci14C23C31 @42 @56 ass 与 — as 443414 45) A25 dss JE MJE 6 
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阶 行列 式 D; = la, | 中 的 项 . 

Жо а„ңа»азуававав 的 逆序 数 为 r(431265) 一 6, 故 取 正 号 ， 
所 以 аз, аззаз ааз Gss a s 是 D, 的 项 . 

43243414451 A25 Gas 的 逆序 数 为 r(341526) 十 r(234156 ) = 8 , 故 
WIE Ж, ТД —аззаазау‹ аву azas DiE D, 的 项 ， 

例 2 在 6 Яу P ,а»з азу а а ам aes аз аазацаѕ ав аз 
这 两 项 应 带 什 么 符号 ? 

解 ” 同 例 1, 讨 论 其 逆序 数 . 

因为 (234516) +т(312645) 一 4 十 4 一 8, 所 以 а»зазававац 
4ss 应 带 正 号 . 

因为 r(341562) 十 r(234165) 一 6 十 4 一 10, 所 以 аззазамавуавв 
as 应 带 正 号 ， 

йз 写 出 4 阶 行列 式 中 所 有 斋 负 号 且 包 含 因 子 ass 的 项 . 

解 设 所 求 项 为 й1;@23 Qa; ak , 则 排列 13Jk 应 为 奇 排列 ‚В i, 
jk 只 能 从 1,2,4 PIR. 

因为 i 二 1,;7 二 2,k 二 4 时 ,1324 为 奇 排列 ,而 对 换 改 变 奇 偶 性 ， 
则 3 不 动 , 作 两 个 对 换 , 得 4312 和 2341, 也 是 奇 排列 . 故 4 阶 行列 
式 中 带 负 号 且 含 a, 的 项 有 三 个 ,是 

41423430014, 7414234340. C аразазад. 
14 按 定 义 计 算 行 列 式 : 
0 0 .. 0 1 


0 0 2 0 
(1) |: : : :|; 
0 n—1 о © 
п 0 о 0 
0 1 0 ° 0 
0 0 0 
(2.221: i : : |; 
0 0 0 п— 1 
n 0 0 0 
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n—1 =° 0 0 0 
0 + 0 0 n 
解 ” 依 行列 式 定 义 ,n KIIRA n! 项 , 它 的 每 一 项 是 位 于 
行列 式 不 同行 不 同 列 的 ”个 元 素 的 乘积 . LEZA n ИТУ 
只 有 一 项 不 为 零 . 讨论 如 下 : 
(1) 只 有 aidy。，i…aizda 一 1。，2。…。 (п 1) л=п! Ж 


为 零 , 该 项 的 列 排 列 为 nz 一 1)…21,r(n(a 一 1)…21) 一 2 ， 


故 万 一 (一 1)Y Ynt; 
(2) H ааз а, ia 一 1，2。…。 (2 一 1)2 一 7 不 为 
P ,该 项 列 排列 为 23…zl,r(23…z1) 一 2 一 1, 故 也 一 (一 1)” nl; 
(3) 只 有 а„-1аз„—3°'**а„—11йыһы=®=1*2 * ° n=n! 不 为 零 ， 
该 项 的 列 排列 为 (n 一 了) Cn 一 2)。 + 1 + n, r((n—1)(n—2) * 


. 1. n= STVE REU, р= (= 1)°"70"7221]. 
15 用 行列 式 定 义 证 明 


a a а; а, а 
b b b b bs 
ca с 0 0 0 
d d, 0 0 0 
e e 0 0 0 
证 因为 行列 式 的 一 般 项 为 ai; а2;, азу, 4) @5;, , 列 标 Јз ， 714，J5 
取 1,2,3,4,5 中 的 不 同 值 , 即 至 少 有 一 个 从 3,4,5 中 取 . 因而 
азу, ya Gs; 中 至 少 有 一 个 为 零 , 故 а аз, аз, ац, аз, =O. 所 以 ， 
行列 式 等 于 零 . 
例 6 由 行列 式 定 义 计 算 
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2x x 1 2 

O x l —1 
Je) s 2 z 1 
1 1 i x 


中 z Б х* 的 系数 ,并 说 明理 由 . 
解 ” 由 行列 式 定 义 ,anazzasawu 一 2z ,所 以 fP x 的 系 
数 为 2. 
Жох' 的 也 只 有 一 项 ,ayzarasaw 王 一 xX, 所 以 f (z) P x’ 的 
系数 为 一 1. 
1 1 … 1 


l 1 е 1 
例 7 H|. . | =0, W , ж] IB HF71 £ >É. 


J 1 +. ]1| ` 
证 ”由 行列 式 定 义 , 此 行列 式 中 任 一 项 可 表 为 
(SDS aj a a, SOOD , 
而 j1j2…j。 的 排列 有 n1 个 .又 D 中 各 行 元素 相 同 ,D==0, 所 以 ， 
带 正 、 负 号 的 项 相同 ,从 而 知 , 麻 偶 排列 应 各 占 一 半 ， 
例 8 设 


1 ... r 
Р(х) = |, А . ‚|, 


n— 1 


l а ау с а", 

其 中 di s823" ,an-1 是 互 不 相同 的 数 . 

(1) 由 行列 式 定 义 , 说 明 P(x) 是 一 个 n 一 1 次 多 项 式 ， 

(2) 由 行列 式 性 质 , 求 Р(х) А8. 

Ж (1) 行列 式 中 只 有 第 ITE z BJ EK, H F 8 3 K 3 
n 一 1, 所 以 行列 式 的 展开 式 的 项 中 z 最 高 次 为 n 一 1. X z" ' 的 系 
数 是 (一 1)"*! 乘 一 个 其 值 不 为 零 的 范 德 蒙 行列 式 ( 因 为 a нж), 
Ж P(z) 为 一 个 2 一 次 多 项 式 . 
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(2) 当 r=a; (2=1,2,  n—1) BEF, 4y $J K 8 A y B B), BI 
Р(х) =0. 故 zx 一 alyaz， al 是 PCz) 的 全 部 根 . 
а, Gig с акс 


9 求 У) 42}, = ... К ,这 里 У) 是 对 所 有 的 


jido ln * ° s J, Г 


а, Anj, ... а. 


п 级 排列 求 和 . 

E AJER У 中 共有 n! 个 n 阶 行列 式 . 交换 每 个 行列 式 
的 第 1 与 第 2 列 , 所 得 行列 式 之 和 仍 为 >， 中 nA л 阶 行列 式 之 
和 ;而 由 行列 式 性 质 , 交 换行 列 式 两 行 后 行列 式 变 号 , 故 有 


а, j; "С ау а„ ау “° ау, 

Q23 ау, U d; _ У) Gz азр ‘02; 
ју), : ° : joj i, : : : 
а, An, ** а а, Uny * а 

aij, %@2;, Ч1\; 

BS У) do; а2;, d; 

hihi, : 

а, а», Anj 


由 此 可 得 
а, ау, ' Gi, 
5 je =” шу, 
Айы : : 
а Qu ‘а; 
ам) арб) e a, (t 
а [aalt) аб) e a (t) 


dt 


a G а“) … am(t) 
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ам) °° Сау) + a С) 


SE ... day) + aa 人 
aG) ++ Gan)  a,0(D 


dt 
证 RENERIEN 
A — 2 У) (— 1) ^0 ау; (аз, A) а Ct) 


ЯЕ А 


> (— 1) 13") (фал (t)a;;, (eas (t) 


jijs ja 


+ aij, San, (ban (t) 十 … + aij, (t)a;;, (+ 
d 
РР (t) | 


— > (一 1)*лл” Ja? San (t)azj, (t) °° drj, (t) 


jiji, 
t 2, (一 1)'9i22 "3, "а (t) саз, (Ө аш, (t) +" 
јуја 
(一 1)” а . (ta, СӨР? d. . (t) 
+ 。 > ijy 2 dt "j 
ЕГЕЈА 
= $i i А 
@ 11 i 
ау adik 
: 0 
D= ам ац 
Ст Cik b" бу, 
Cnl сы b, b; 
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а 8 Qik 


ВЕ HJ ; D= D. D}. 
证 对 D. 作 运 算 r; tkr; ,将 Р, 化 为 下 三 角 行 列 式 


Pn 
D = | : = ру Pz’ рь › 
Pa `" Pu 
对 D, FER с, + Ec, ,将 D, 化 为 下 三 角 行列 式 
911 
Р, = | : — 911922 qu > 
dm *** qa 
而 对 D НДЕ 行 作 运算 ~; 十 &r ,再 对 DD 的 后 n 列 作 运算 cj; 十 
&с;, DD 化 为 下 三 角 行列 式 , 则 
pu 
Ооз, 0 
D= Ра ' Ры = bu ро *** Paq nqa: *** q, = D. Р. 


Сір ° Cik Ч\ 


Ca * Са Qa `° Чы 
0112 Bn ИТА р, 的 元 素 都 是 1 和 一 1 证明:D, 是 一 
个 偶数 . 
证 将 D, 的 第 工行 加 到 第 2 行 , 则 新 的 第 2 行 元 素 只 可 能 为 
0,2, 一 2, 即 第 2 行 元 素 有 公 因 子 2, 可 以 提 到 行列 式 外 . 又 知 施行 
上 述 运算 后 行列 式 值 不 变 , 所 以 р, 是 一 个 偶数 . 


例 13 设 
аур а ”Clin dii azb © ab " 
2— 
ат Q22 9 Q, azb @22 .. аб" 
А= B= . ° 
ад а „2 йм Anl р"! Anz р"? C 


Ш 由 行列 式 定 义 
В = >) (— 1) i (ay, ДЫЛ ) (а; Ьл у... (а, Б" ) 
ПУЛЫНА | 
= >° (— Pri a аз аы рО tn) (U tjit etj) 
1 2 ч я 


Ју w: 


因为 JijJ2 "J; 是 1,2,* n 的 一 个 排列 ,所 以 J +j, tee tj, =l 


十 2 十 … 十 7 W 
B= >° (= Dig” ay az, "a, = A. 


Ji їз "ЖЬ 


第 三 节 ”行列 式 的 计算 


主要 内 容 
1. 定义 1 H sn 个 数 排 成 的 s 行 n 列 的 表 


: ап а o -re d y 
称 为 一 个 sX n ER. s=n 时 , 称 为 n 阶 方 阵 . 
а а; ° qd, 


Sa da CO el AWER A 的 行列 式 , 记 为 141 或 deth. 


(am aa ”am 

2. 定义 2 数 域 P 上 和 矩阵 的 初等 行 变换 是 : 

(1) 以 P 中 一 个 非 零 的 数 乘 矩阵 的 某 一 行 ; 

(2) 把 矩阵 的 某 一 行 的 c 信 加 到 另 一 行 ,c 是 P 中 的 任意 数 ， 
(3) 互 换 矩 阵 中 两 行 的 位 置 . 

任意 一 个 矩阵 经 过 一 系列 初等 行 变 换 总 能 变 成 阶梯 形 和 矩阵 . 
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对 于 和 矩阵 同样 可 以 定义 初等 列 变换 . 
疑难 解析 


1. 和 矩阵 与 行列 式 有 什么 不 同 ? 

答 ” ”矩阵 与 行列 式 的 不 同 不 仅 在 形式 上 . 行列 式 等 于 所 有 位 
于 不 同行 不 同 列 的 ”个 元 素 的 乘积 av а, …aw 的 代数 和 ,而 和 矩 
阵 只 是 一 个 数 表 . 它们 更 多 的 不 同 反映 在 运算 性 质 上 ,通过 后 面 的 
学 习 将 完全 了 解 它们 的 不 同 . 

2. 矩阵 的 初等 变换 对 行列 式 计算 有 什么 意义 ? 

答 ” 一 个 任意 矩阵 经 过 一 系列 的 初等 行 变换 总 能 变 成 阶梯 形 
矩阵 ,而 一 个 л Л А 总 能 定义 一 个 n 阶 行列 式 141( 或 det4)， 

对 矩阵 作 初 等 行 变换 对 于 行列 式 值 的 影响 反映 为 行列 式 性 质 
的 (2)、(6)、(7) (第 二 节 主 要 内 容 2). 而 阶梯 形 方 阵 一 定 是 上 三 角 
形 的 . 因此 ,利用 和 矩阵 的 初等 变换 方法 化 行列 式 为 上 三 角形 将 使 行 
列 式 易于 计算 . 对 高 阶 行列 式 将 有 助 于 利用 计算 机 计算 . 


方法 ,技巧 与 典型 例题 计算 


行列 式 计算 是 高 等 代数 的 基本 计算 之 一 . 计算 行列 式 的 方法 
有 很 多 种 ,如 用 定义 计算 ,用 性 质 计算 ,化 为 上 、 下 三 角形 行列 式 计 
算 , 展 开 ( 降 阶 ) 法 计算 , 升 阶 ( 加 边 ) 法 计算 , 递 推 法 计算 ,数学 归纳 
法 计算 等 等 . 关键 是 要 善于 观察 行列 式 的 形式 特点 ,确定 用 什么 方 
法 计算 ,注意 计算 的 准确 性 . 


x y 0 0 0 
Ох у 0 0 
例 1 计算 |0 0 < y O 
0 0 0 z у 


y 0 0 Ü гт 
解 由 行列 式 定 义 , 本 行列 式 只 有 两 项 不 为 零 , 即 
а11422 3344 455 = >° 012923 034945 051 == у" $ 


。 69 ° 


D= x° + (—1)r3451 у” = ү? +y’. 
例 2 计算 下 面 的 行列 式 ; 


246 427 327 х у zty 
(1) |1024 543 443 |; (2) у ху х 
一 342 721 621 sty z y 

3 1 1 1 2 3 4 

1 3 1 2 3 4 1 

; (4) ; 
1 3 4 1 2 
3 4 1 2 3 


| 1 
1 
(3) 1 3 
1 1 1 
1+х 1 1 1 
x 1 1—х 1 1 
(5) 
1 1 1 l—y 
a (a+1} (〈a 十 2) (a+3) 
(6) : (8 十 1)2 (6+2)? (Ь+3)* | 
2 (e+ (+2) (c+3) 
d (а+1)2 (4+2) (4+3) 
解 ” 观 察 行 列 式 特点 ,利用 行列 式 性 质 与 定义 进行 计算 . 


1000 427 327 1 000 100 327 
cite tce cx — сз 
(1) D =====|2 000 543 443 |== 2 000 100 443 
1 000 721 621 1 000 100 621 
1 1 327 0 1 327 
=]0? • 10 |2 1 443 =10 |] 1 443 
1 1 621 0 1 621 
1 327 
= — 10° 一 一 29 400 000, 
1 621 


2(х+ y) y x+y 
cite сз 
(2) р======|2(т+у) rty х 
2(х+у) х y 
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п 0 x — y 
r3— ri 
0 ху х 
=2(х+у) > 
ху `T 
=2(wm=+ у) (л try у) = —2(2 + y). 
6 11 1 6 11 1 
cite +c +a |6 3 1 ]| yr [0 2 0 0 
(3) D == — = 4B, 
6 13 1| r-a |0020 
6113| |0002 
10 2 3 4 10 2 3 4 
(4) D ci 十 cz 十 cs 十 co |10 3 4 Íl n~n 0 1 1 —3 
10 4 1 2| non 0 2—2 —2 
1 123 | —1 —1 —1 
1 1 —3 1 1 一 3 
一 10| 2 一 2 一 2 лоо —4 4|=160 
—1 一 1 一 1 0 0 —4 
х Z 0 0 x 0 0 
ri 一 rr |1 1—<x 1 1 ое |} тж] 
(5) D ra ra |) 0 y y caes |0 0 y 0 
1 1 1 1 一 y l 0 l 一 y 
хоо 0 хоо 0 
oea __ 11-—х 0 non Оу 0 0 => y 
0y 0 O 11—х2 0 
11 0 —y 11 0 一 y 


а? 2a 十 1 2a+3 2a 十 5 
сас 102 2Ь+1 2Ь+3 2b+5 
c 一 c |é 2c 十 1 2c 十 3 2c 十 5 

а 2d+1 24+3 24+5 
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а? 2а+1 2 2 
oa—e Ib 2b+1 2 2 =o 
вто |c 2c+1 2 2 | 
а 2d+1l1 2 2 
btc cta atb a b c 
例 3 证 明 b +c, с +a, а +b |=2|a, b a 
| b,+c cta: a,+b; а, b c; 
a+b-+c cha ать 
证 yt atha ata a 二 
atb, +c cata: а +, 
a+b+c —b —c 
— 21а tbi teo —b 一 Ci 
a: tb: +c —b 一 ca: 
cl 十 cz 十 cs ab c 
i 2|а, b a 
сз Ж — 1 а, b c; 
例 4 计算 n 阶 行列 式 
a C 4 
p= —b а —4 С 
— с 4 —b 
—d —c a 
解 D =D - D=D ° р 
a b С а а —b 一 5C —d 
176 а — 4 c b a d c 
o |—c d а —b | с —d b 
—d с b a d c —b a 
e +I +2 +4d° 0 0 0 
_ 0 a+ + td 0 0 
р 0 0 Z+ + +d! 0 
0 0 a+ +2+а? 


=G +P + +d? >, 


所 以 | D=(2 +b +e +4). 
(Ту 9] А, ЖЖ АЖ 6 节 主 要 内 容 ) 
1 1 2 3 
、 _ 11 2— 7 2 3 
例 5 计算 D, = 2 3 1 5 
2 3 1 9—x 


解 当 >= +1 时 ,2 一 > 一 ] ‚р, 的 第 1、 第 2 行 元 素 相 同 ， D, 
一 0, 所 以 D, 含 因子 (z 一 1)Cz 十 1). 
当 х= +2 时 ,9 一 x =5,р, 的 第 3、 第 4 行 元 素 相 网 ， D, =0, 
所 以 О, 含 因 子 (x 一 2) (zx 十 2). 
因为 О, 是 二 的 四 次 多 项 式 , 所 以 
D,=k(w=—1)(w=—2)(=w=+ 1)(x=+—2). 
H х= 0 В D, = —– 12=> = — 3, $% 
Рр, = —3(z=—1)(xz=— 2) (z+ 1) (z+2). 
例 6 讨论 D, 的 值 
aitb, atb: * atb, 
atb, a,+b * atb, 


п 


а, tb atb, ，… а, +, 
Ж ` xn=1BF,D =a tb; 
当 n=2 B, D, = (a, а) (b, b); 
当 ?之 3 时 ， 
аЬ, atb, +` atb, 


ri Д! d а ds» — dh ... a; ау 


D, =—— | ‚ . (i=2,3, ° n) 
а а а, 一 Qi а.а 
aitb, bb 0 一 
ата |a, —a 0 ... 0 _0 
aga 0 о 
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故 知 当 n Ж В, р, 不 相同 ,有 


a +b, n=l, 
ole —a:) (b: —b,) , n= 2, 


0, n>3, 
#7 设 7n 阶 行列 式 D. 二 laj|1, 把 D 上 下 翻转 、 或 道 时 针 旋 
转 90 或 依 副 对 角 线 翻转 得 
ал ** аһ Ain t Anm 


, D, = 


Ga o аһ а *** G, 
ЕЕҢ.Р,=,=(—1)^“-?”р,р,=р. 

证 (1) 将 D, 的 最 后 一 行 与 上 面 一 行 逐一 对 换 , 经 n 一 1 次 
对 换 可 换 到 第 1 行 ;这 时 D. 的 最 后 第 2 行 位 于 最 后 一 行 ,进行 
n 一 2 次 对 换 可 换 到 第 2 行 ;如 此 继续 , 共 进 行 

(7 一 1) 十 (2 一 2) 十 十 2 十 1 一 nz 一 1)72 

次 对 换 可 化 D, 为 р.р =(— "ene p. 

(2) 用 题 (1) 的 方法 进行 n(n 一 1)/2 次 行 对 换 , 得 


Ял ... Qal 


Gni ДЕ. а 


”, = ( — |) 70/2 =(—1)y" 5⁄2 Гу 


Ain ... Am 
=(— |)" 0/2 р), 

(3) 对 D, 用 题 (1) 的 方法 进行 n(n 一 1)/2 次 列 对 换 , 得 

din ses Am 


D,= (~—1)"" 0 ° 


=(— 1)" 0/2 D.. 


再 对 D, 用 题 (1) 的 方法 进行 n(n 一 1)/2 次 行 对 换 , 得 
D,=(—1)"" D2 А (— 1)" 0/2 D= р, 
很 多 计算 方法 要 用 到 行列 式 展开 定理 . 范 德 蒙 行列 式 , 因 此 ， 
将 在 后 面 几 节 中 继续 讨论 行列 式 的 计算 . 
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第 四 节 行列 式 按 一 行 ( 列 ) 展 开 


主要 内 容 


1. En 阶 行列 式 中 划 去 元 素 a; 所 在 行 与 列 , 余 下 的 元 素 位 置 
不 变 , 所 得 到 的 n 一 1 阶 行列 式 称 为 元 京 ar 的 余子 式 , 记 为 Му. 

A; = (C DHM; RATA а 的 代数 余子 式 ， 

2. 定理 W 


ад dn? ** Ann 


А, 表示 元 素 a 的 代数 余子 式 , 则 下 列 公式 成 立 : 


d, k=i, 
an Ån Tap A; + °° F anA in ~ | 


0, ki; 
| d, 1=ј, 
a Aí Ба А + аА == N Ii. 
3. TIA 
l ji 1 1 
dı a» аз d, 
d= | а аў аў а? 
а ат! ат) д") 
КУ ДЕ З# Vandermonde) 47 71]. 
а= || (a;— a;) ， 
1<;<i<a 


即 对 任意 n (a22) УКР asata 这 和 个 数 的 
所 有 可 能 的 差 a; 一 a; (1<;<i<n)B)J3% a. 
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AARIA TES a, rd2 | °° 0, 中 至 少 有 两 个 相等 . 


疑难 解析 


怎样 应 用 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 定理 ? 

® ”行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 定 理 可 以 将 一 个 n 阶 行列 式 的 计算 
归结 为 n 一 1 阶 行列 式 的 计算 . 但 是 , 当 行 列 式 某 行 ( 列 ) 的 元 素 都 
不 为 零 时 , 按 该 行 ( 列 ) 展 开行 列 式 并 不 能 减少 计算 量 , 仅 当 行 列 式 
某 行 ( 列 ) 有 和 较 多 个 零 时 , 才 可 以 简化 计算 . 因此 ,在 应 用 行列 式 按 
行 ( 列 ) 展 开 定理 时 ,一 是 要 选择 含 零 较 多 的 行 ( 列 ) 展 开 ,二 是 利用 
行列 式 性 质 将 某 行 ( 列 ) 元 素 化 为 只 含 一 个 非 零 元 素 后 展开 . 将 行 
列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 在 用 归纳 法 . 递 推 法 、. 降 阶 法 等 方法 计算 行列 式 
时 应 用 更 为 广泛 . 


Jy ik 15 15 5 Я I| 89 y ST 


应 用 好 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 定 理 的 关键 是 选择 某 行 ( 列 ) ,为 
此 常常 需要 先 利用 行列 式 性 质 使 该 行 ( 列 ) 元 素 尽 可 能 多 地 变 为 
零 ; 在 证 明 有 关 命 题 时 ,这 种 选择 尤为 重要 ,一 定 要 使 展开 能 凸现 
命题 . 


H1 i 
1 2 3 n 
Ul а, а; f 
5 b b f 1 2 0 0 
р=| 7° ‚ D=]1 0 3 0 |, 
Cl C2 C3 f . . 
а, d, d ` 
1 4 d, f оо и 


求 :(1) D, 的 第 1 列 元 素 的 代数 余子 式 之 和 An TA; Аз HAns 
(2) D, 的 第 1 行 元 素 的 代数 余子 式 之 和 А tAr t tAn. 
解 (1) "4 f=0 it, Aa =0 G=1,2,3,4) ЖА. РА) +A 
十 An =0. 
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当 ЕЕ! 时 ,因为 У\акАь -一 0,235 у, Вр 


Аз + fAa /Аз + fAn =0> f(An + Аа Аз ТАџ) =0, 
故 An А» 十 Ai 十 Au 一 0， 
(2) 显然 ,有 以 下 等 式 
1 1 1 
1 2 о 0 
An tAr +: +AÓí,=]|1 0 3 œ 0 


j=2 
ср c;/) 0 2 0 
j = 23," n 0 0 0 
0 0 0 n 
41 
== n! (1— 之 +): 
例 2 求 出 下 列 行列 式 的 代数 余子 式 : 
1 2 1 4 | — 
(1) г | . | ; (2) |3 
0 0 0 3 
解 
—1 2 1 
(1) Аһ 0 2 1|=—6, А, =0, А, =0, А, =0; 
0 0 3 
2 1 4 
А„=-—|0 2 1|=—12, Аз =6, An =0, A, =0; 
0 0 3 
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类 似 可 得 Ai 一 15， Аз = —6, Аз = — 3, А, =0; 
А. =7, А. =0, А,з2=1, А, =2. 


2 1 
(2) А | = А, = — 12, А, =3; 


4 
An =6, Аһ =4, А, = —1; 

Аџ = — 5, Аз, = — 5, Аз» = 5, 
例 3 计算 下 面 的 行列 式 : 


1 1 1 1 1 1/2 1 1 
2 1 1 一 3 一 1/3 1 2 1 
(1) ; (2) ; 
1 2 2 5 1/3 1 —1 1⁄2 
4 3 2 1 —1 1 0 1/2 
1] 2 —1 4 1 1⁄2 0 1 —1 
0 1 2 1 2 0 一 ] 1 2 
(3) | 一 1] 3 5 l 2|; (á) |3 2 1 1⁄2 0 
3 3 1 2 1 1 —1 0 1 2 
2 1 0 3 5 2 1 3 0 1⁄2 


解 ” 先 利用 行列 式 的 性 质 使 某 行 ( 列 ) 元 素 变 得 只 有 一 个 不 为 
£ ,再 按 此 行 ( 列 ) 展 开 , 可 反复 如 此 进行 . 


1 0 1 1 И |, ‚ 
按 第 2 
a DEE ° 1 71 ARE iD 1 —3 
1 0 2 5 |» - 
4 1 2 1 
1 0 0 
c> cl 
—1 —5|{ =] 
ca С} 
1 4 
3 1 1 2 
(2) ax31 1 17—12 2 2 
а Х2 2 2| 1 2 —1 1 
“4 
一 3 2 0 1 
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3 1 1 2 
rz 一 r 1 — 7 0 0 — 2 
ама 12 4 3 Ü 3 
0 3 O 1 
— 0 —2 
按 第 3 列 展 开 | 
l рун 4 3 3 
12 
—3 2 1 
—3 40 
r1 十 2r ] í Е __13 
5219 13 3 01 = 17 ， 
— 3 2 1 
0 1 0 0 0 
2 0 1 2 1 
53 — co 
一 |] 3 —1 4 一 10 
Ca C? 
Td | 3 3 —5 5 —11] 
2 l 一 2 4 1 
2 1 2 1 
按 第 1 行 展 开 _ 一 1 —1 4 —10 
3 —5 5 —11 
2 —2 4 ] 
0 1 0 0 
1 —1 5 一 9 15 =? 
сс ТТ к 1 
а as 5 2 з 2 e 
Сэ 7-С] — — 
cı c 6 2 
6 —2 2 3 
1 0 0 
со 一 9Cl 
13 一 63 111|=—483. 
сз 十 9ci 
6 一 28 57 
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1 1 0 2 —2 
2 0 —1 2 4 
c2 >x 2 ] 
( ) D œg 3 1 1 О 
ax? |1 —2 02 4 
2 2 3 0 1 
1 1 0 2 —2 
2 0 — 2 4 
rtr 1 
rs +3r 8 9 4 о 3 | 4 
1 一 2 0 2 4 
8 2 O 6 13 
1 
3 D 
ll) D 
Š 1 
8 
1 0 0 0 
са +c; 1 5 — | — 7 7 
Сос] 8 1 一 3 0 6 
c3 2с} 
8 一 6 一 10 19 
-1 —7 7 
Te 
按 第 пил 1 3 O 6 
—6 —10 19 
1 一 5 
сз 2с 1 
一 | 一 3 0 0 
一 6 —10 7 
_ 按 第 2 行 展开 3 | 一 7 2 
8 1—10 7| 8° 
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Qs (S o м 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


解 


М 


су — | |ы, ... 


(1) 


х у 0 
0 0 e x y 
0 0 0 
b, а} b, а} b, 
b, а; b; ads b, 
б, a, — b; a, — b, 
z, — m 23 TE >, 
х} х т >, 
T1 x XZ, mM 
2 2 2 
2 2 2 2 
2 3 21; 
2 2 n 
2 3 n—1 n 
—1 0 0 0 
2 —2 0 
0 0 n—l 1—п 
х у 0 0 


按 第 1 列 展 开 10 < = 0 0 
w 


. 81 • 


十 (一 1) 呈 9 
0 0 Z у 
=z e х" +(— 1) t'y. ут! = х" С 1)" y л 
(2) 见 第 三 节 例 6 


ау b), п=1, 
D= (a, —a, )(b, —)b, ) , n=?, 
O, 7 之 3. 


cl 十 cz 十 … 十 cn Ух = т ©; m с“ + 


(3) D = | {т 
> z, = т To La — m 
= 1 
1 + En 
— т 0 
i = 2,3, — (Dam), : : 
0 0 — т 


1 1 O 
2 0 0 
Ci Cl 
(О D=o 0 1 
2 0 0 л—2 
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2 0 = 0 


按 第 1 行 展 开 2 1 
2 0 п——2 
==—2(л—2)\ 
"л 2 3 л—1 n 
(5) D cy Fez teet en 0 — 1 O °° Q 0 
) 0 2 —2 >=. 0 0 
0 0 0 n—1 1—п 


-一 了 0 ... Ü 0 

按 第 1 列 展开 n(n 十 1]) 2 —2 `" 0 0 

2 |: : : — 1 
0 О … nl 1—п 


= ср Cn 一 1)1 =(—1)"*!(n+1)1/2. 


行列 式 一 题 多 解 是 很 普遍 的 ,为 了 节省 篇 幅 , 只 选 了 一 种 解 
法 ,读者 可 自行 尝试 用 其 它 方法 进行 计算 . 


例 5 Е. 
do 1 1 
1 а} Ü 0 п 
() 一 - ... a — +) 
(1) |1 0 a | 一 айо a, [ 0 — а, ; 
1 0 0 a, 
x 0 0 to 
一 】 x Ü Ul 
0 — 1 &» 
(2) ， 


0 0 0 °° x an? 
0 0 0 ++ 一 1 ж-а 
=x" +a, x" tetar ta s; 
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at 一 nti 
(3) 0 1 «В 0 | 一 a—8 ; 
0 0 0 1 atg 
cosa 1 0 0 0 
1 2cosa 1 e Ü 0 
(4) | O 1 2cosa = 0 0 | =соѕла; 
0 0 0 1 2cosa 
1 十 а} 1 1 °°" 1 1 
1 1 + а» 1 1 1 
1 1 1 1 l*a, 


аек) 


i=] 


证 
~] 
" do 一 — 1 1 
а У) > c i 2 а; 
(1) р -一 -一 0 а; 0 
0 0 a, 
a]l 
= ауа» a, (д; — У! =) 
i=} Ĝi 
(2) 
x О 0 ао 
0 z 0 aı tao/x 
ritrii/x |0 0 zx 0 a, +a, / х +а,/ х? 
1=2, 3, n x ° 


0 0 = z au -a,- /r+-- +a / z" 2 
0 х+а, 1 +a, ,/z=+-- +a /xz" ! 
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=xz"l(r+a,- Ба, ,/=+ а/ж") 
一 22 十 QZ 十 … 十 aiZ 十 ao， 

(3) 对 n 用 数学 归纳 法 . 

当 n=2 时 ,直接 计算 可 得 


D; =o tapte = t | 
设 对 ”一 1 结论 成 立 ， 
也 | -LTF н-т +a" Bte tap" +g" ‚ 


| а = В 
对 п 情形 ,将 D, 第 1 列 分 成 两 项 之 和 , 则 
a aß 0 .. Ü 0 
1 atpB aß 0 0 
Р„= |0 1 atpB 0 0 
0 0 0 1 atg 
В ap 0 0 0 
0 «+В aß 0 0 
十 | 0 1 ax 十 有 0 0 
0 0 0 1 atg 


а 0 = Ü 0 


1 a Ü 0 0 
D =|0 1 = 0 0 (+80, =а" +80, 
о 0 = 1 a 
а" 一 "+1 
=a tai pH ав + = . 
(4) 用 数学 归纳 法 . 


№ n= 二 2 时 ,直接 计算 得 D, 二 2cos a 一 1 二 cos2a. 


设 当 ?一 1 时 结论 成 立 ， 
D... =cosln— l)a. 
34 n 时 , 按 第 n 行 展开 ,得 
D, = 2cosaD,_ , — D, _, 
= 2соѕасоѕ(п — 1)а — соѕ(п—-2)а 
=2cosacos(n— 1)а — cosl (7 一 1)a 一 a | 
= 2соѕасоз(л — 1)е—соз(л—— 1) асоѕа – ѕіп(п 1)asina 
== соѕ(п — 1)асоѕа —sin(n— 1 )аѕіпа 
= cosna. 
(5) 将 D, 的 每 个 元 素 看 作 两 项 和 , 则 
a, +1 1 se. 1 0 
1 аз 1 »» 1 0 


D, = : 
1 1 аа ті 0 
1 1 1 a, 
al 十 | 1 1 1 
1 а +1 1 1 
+ : 


] e ал11 1 
1 ... 1 1 
对 第 二 | 行列 式 进 行 运算 C; Ch? (i 二 1 ,2 ,一 1), 则 


D, 一 anD mi -+ ауаз а, 


1 
1 


= a (a, Dnr t ааз '*а„—2) T ауаз "a, 


= apania Di Haragan +} + аага, 


= Aplr a, (a, + 1) taata, + аата, 


= a,a, i". d, (1 + 2 =). 
例 6 证 明 : 
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ana += antr ** а, += 
421 + x @»2 十 工 .. An + z 
(1) | | . 
a +z аг іх ' a, zx 
ам Gp 5 а, 
Ga Go e а, ~， 二 
Zj., . ИЕЭ? ЎА; 
м M м i=] j=l 
Anl Я „72 “** Ann 
ау — 41 Qi ds CI- 7 Qin 1 


(2) У УА = |“ 


баар j=] 


°. Go A22 — Q23 °° AXXa) U2n 1 


Anm 一 Ce Un — G, ° атр Gn 1 
证 用 D 表 示 右 端 第 一 个 行列 式 ,Av 9 D 中 元 素 a; 的 代数 
余子 式 ; 以 4A 记 左 端 行列 式 , 将 A 中 第 1 列 看 作 两 项 之 和 ,有 


a, арх ° ах х арх Qin 十 并 
Д = |: : : 十 | : : : 
ал ap F£ * аһ |х х аг |х а х 
аһ ag Fx * а, х l а, += * а, іх 
= i рр : |; 
ам as 十 工 am х l antr * amt 
对 后 一 行列 式 施行 运算 с, 一 cz G=2,3, sn) 8 
an арх … а, += l ao * а, 
A = : : + х 
да ах * a, |х 1 аг `° ам 
an an tr s а, += | 
一 十 工 ЭУ , 
i=] 


aa anm FE * a, +z 


再 将 前 一 行列 式 第 2 列 分 成 两 项 之 和 ,可 得 
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а ân “das += a, tX „ ' 
A = | : : +z > A. += > Aa. 
an ав ав = a,, + = m mi 
如 此 反复 进行 ,可 得 
ai Ain „ „ 
А = | : + х УА, + += > An 
Anl Ann = = 
ац Ain А ' 
= |: +х У! 2>A;. 
ал Ann mi oami 
(2) 在 题 (1) 中 令 z 一 1, 即 得 
antl az 十 1 ay, + 1 
i=] j=l ° M м 
au 十 1 аг +1 йы + 1 
а 41? Ain 
1421 G22 Azn 
Ga аю Ann 
在 右 端 两 行列 式 中 进行 ссн (011,267 ,7 一 1) 运 算 ,得 
ау а Ga an Gi =b ~ Ain Qin +1 
У) УА, _ |an 一 аљ az — az azn- 一 аһ аз, + 1 
il j=l : : 
аһ Qn qa Әп а,в 1) 7 дап Ann +1 
ai 一 Qt an` an Gia) Oin Qis 
_ |4 ай; G Q23 @‹я-› G2n 2" 
Ga An Go GO Cap- Ann Флп 
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将 右 端 第 一 行列 式 最 后 一 列 分 成 两 项 之 和 , 则 


ау ~ ау @13 ауса 1) С Фія 1 
У) У) А, = az Tan 422 一 G23 а) — аһ 1 
imi j=1 г 
йы 42 аю Gn аһ) 7 Om 1 
#7 计算 下 面 的 ” 阶 行列 式 : 
1 2 3 =° 
2 3 4 
(1) 13 4 5 
п 1 2 n—1 
A a @ a a 
bp a B в В 
b 
(2) В < В B | 
b B В a В 
b p В P а 
х а а а а 
-—— а х а а 
(3) 1 一 & 一 4 = a al; 
a —a —a —a х 
х у У 
х У 
2; x 
(4) |, ; 
z z 2 y 
z zZ x Ж 
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Tı Ty x, 
21 xš т? 
(5) | 
£i ¿ жї? 2"? 
х X? ... х" 


Ж 2 阶 行列 式 的 计算 可 以 利用 行列 式 性 质 与 按 行 ( 列 ? 展 开 
定理 . 对 于 一 些 特殊 形式 的 行列 式 , 还 可 利用 范 德 蒙 行列 式 的 结果 . 
l 2 3 + an 
13 4 6 1 


сіс + +c, 
(1) р D ае ә 


l 1 2 п—1 
1 2 3 
0 1 1 \—л 
| n(n+1) 
i=2,3," ,7 2 0 1 1 
0 1-— л 1 1 
1 ` 1 1— у 
_ 按 a 展开 n(n 十 DI 1 w I-n l 
2 . | 
1 — п 1 I 
1 0 —п 
асал nat 1 тп n 
1 一 了 3 2 : | | 


1—я е 0 0 
= р RB e1) (~n)? 
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"| nl 
=(— 1)” л | 
А а а а 
О а-в 0 0 В-а 
(2) D -一 一 — 0 0 оа 0 в-а 
о В В В а 
A а a s a Сп 1)а 
0 а-в 0 0 0 
ca tei tee T cai 
= S Шу) 0 ав + 0 0 
b B B … B a+ (n—2)B 
— * 0 0 
按 ci 展开 , 0 … 0 0 


B ° В а+(п—2)В 
а ... a (7 一 ])a 
N as 0 0 
керы? | 
0 г 0 
=A(a—B8B)" [at (n—2)B] 
+(—1)"+! b1)" Cla Dala A 
= (a— 8)" [àa + (л—2)А8— (n—1)abj. 
sta а — х 0 = 0 


— а х а а 
rior 

(3) D, — а — а х а 

— а 一 & —a х 


„ 0] • 


и: 展开 а 之 а: a 
С 
-一 一 一 一 (zx 十 a)D + — а — г: Ж Фё ё a 


та а ass. zr 
Ci Ci 


=———y++a)D,.,—a(z—a)"', 


i=2,3, n 
因为 р, = D, , 故 将 a 换 成 一 a 后 行列 式 值 不 变 , 即 有 
Р„==(х-—а)ЮЮ„—у-Еаб(\х-Ба)" |. 
KLAD. OR 
p, = 21977000). 


(4) 当 y 关 z 时 ,利用 上 题解 法 ,得 
anis ss Tz(z—y)"!,， 
D,=(xw=—y)D,-, Ty(z=—x)""!, 
_ у\ж—&)"—=(х— у)" 
解 得 D, ———— a. 
34 у 2 时 ， 


1 y y пев y 


cl 十 cz + Ас, > ú У 
D, ==———== 1 x z ++ у | [5+ (0—1) у] 


1 y y s... x 


1 y y 

0 х—у 0 0 
— 0 —y + 0 |[z=+G@G—1)y] 
182.3, n + y + n > 


0 0 0 .. xry 
= (х — у)" [х=+(и—1) у]. 
(5) 用 加 边 法 .考虑 ntl 阶 范 德 蒙 行列 式 
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2] x =, 
27 = .. = х? | 

ga) = |: : : : |= > ar) [| z), 
z xm ++ ж? 0 {=1 1<;<i<n 
z x= 27! х" 
л 22 Tr 2" 


所 求 行列 式 即 g(x) 中 元 素 z" 的 余子 式 М„,„+1› 
Р„==М„„+\ ~ Annt. 


由 g(xz) 的 表达 式 知 ,zx"! 的 系数 为 
Anni =— (zi 二 zz 二 十 zx) [| (=, 


1%3< гп 


故 D, = ЭР? III (Zi — Tj). 


k=l 1<;<i<n 
8 计算 f(z=+1)— Сх), E h: 
1 0 0 0 ... 0 x 


1 2 0 0 0 д? 
3 3 0 0 xš 

fx) = . 
1 n c? c? e.e œ) r" 


l n+l Сё Chti s" Сү! х"*! 


解 ” fCx 十 1) 与 fFGz) 仅 行列 式 第 ntl 列 不 同 , 故 
f(z=+1)— f(x) 


1 0 0 0 ... 0 1 
1 2 0 0 А, 0 2z=+1 

| 1 3 3 0 = 0 3r? +3xr+1 
1 п с? c? se on? пх" -H.+ 1 


1 ntl с? єў \ s.. с") (n+1)z"+ + +1 
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1 2 0 0 0 0 
cA zile |1 3 3 O + 0 0 
i=1,2, ел . . , . . 

1 n с? c? + ст) 0 

l ati с. с cl (я+ Эл" 
= (пч 1)! 2". 


2 —1 О. 0 0 0 


— 1 2 —] + 0 0 0 
p= , Т7 О? О ? шы. 
0 0 0 一 ] 2 一 上 
0 0 0 + 0 —1 2 
证 用 数学 归纳 法 . 


当 n=] Hi, D =2, FERM. 
设 nx 太 & 时 ,结论 成 立 . 则 当 一 &A 十 1 时 
一 上 —] OQ >*= 0 0 0 
0) 2 —1 + 0 0 0 
p ПЯ ор + : Коро 
0 0 QO = 一 2 —1 
0 0 O sm 0 —1 2 
=2D, — D,- =2(k+1)—k=(FE+1)+1. 
命题 得 证 . 
应 用 数学 归纳 法 可 以 做 证 明 题 ,也 可 以 做 计算 题 . 例 9 所 用 称 
为 第 二 数学 归纳 法 , 它 与 第 一 数学 归纳 法 的 区 别 在 于 归纳 法 的 第 
二 步 : 第 一 数学 归纳 法 是 设 n= 二 &, 第 二 数学 归纳 法 是 设 n< k. II 9 
涉及 递 推 过 程 ,” 委 &, 故 用 第 二 数学 归纳 法 . 
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第 五 节 WMA Cramer) N 


主要 内 容 
1. FAREY ” 若 线 性 方程 组 


ау х} Faia 十 多 +a, =b,» 


4211 + a, х; + ... 十 Gy。 = b, А 


Ф 
аах tant | Бах, 26, 
的 系数 矩阵 
а а а, 
A= W W а, 
ап аы * Gu 
的 行列 式 D= (А1550, РЕВНО, H Wk nit — 80, ПГ У 
_ D. _ D, _ D, 
лр’ ор’ ..., р’ 


AF D, 是 将 D 中 第 7 列 换 作 方程 组 中 中 常数 项 Ь.Б, b, 所 
得 的 行列 式 ( 人 一 1,2,，……,7)， 
2. 定理 ”者 齐 次 线性 方程 组 

ап арх t'e ах, =0, 
wn Haz L t F anl, =O, © 
алх Fan xy t Бах, 二 0 

的 系数 矩阵 的 行列 式 141 关 0, 则 它 只 有 零 解 . 契 方 程 组 外 有 非 零 

Ж, 1А | =0. 


疑难 解析 


克拉 默 法 则 有 什么 意义 ? 
解 ” 克 拉 默 法 在 线性 方程 组 理论 上 有 重大 的 价值 , 它 明 确 给 
. Q5 。 


出 了 线性 方程 组 四 的 解 与 方程 组 系数 之 间 的 关系 ,指出 了 齐 次 线 
性 方程 组 @ 在 |4| 关 0 АЖЖ. 

克拉 上 默 法 则 只 在 方程 组 方程 个 数 与 未 知 量 个 数 相同 时 适用 . 
由 于 解 一 个 n ЖАВ п 个 方程 的 方程 组 时 ,要 计算 n 十 1 4 n Bt 
行列 式 ,所 以 在 使 用 上 是 不 够 方便 的 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 用 克拉 上 默 法 则 解 下 列 线性 方程 组 : 
21 — х, Заз 2х, 二 6， 
32 — 32, +t 3x; 22, 三 5， 
37z 一 Za 一 яз 220, 一 3， 


3х\— жх, Заз Z 一 4 


22} 一 Za 一 273 一 37Z4 一 8， 
За 25, — Zi 十 27Z4 一 4， 
32 十 27z3 十 х,=-— 8; 


Ly F2 2хз 十 4z 一 xs 二 一 1]， 
I х Зх: — Ах, 十 27z5 一 8， 


z, +22, Зх —2z,=6, 


3x, + Ts хз 十 274 一 Xs =3， 
4zi 十 3xs 十 4x3 十 2z4 十 2xs 二 一 2， 


TI 2 хз 十 2z — 325 = —3; 


29 52; + бх; =0, 


Sr 6х; =1, 
Ti 十 57z， +62; 一 0， 
Ty +55, +62; ==0, 


Z +525 =], 
计算 行列 式 D 与 D; ,注意 计算 的 正确 性 . 


n D= — 70550, D, = — 70, D, = — 70, D, = — 710, D, = 
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一 70. 故 方程 组 有 唯一 解 : 


D D D D 
z=—=1, Z= l, r == 1, n=l. 
(2) р=324,р, =324, D, =648, D; = — 324, D, = — 648. # 
方程 组 有 了 唯一 解 


х=}, х, 一 2， ZX; 二 一 1]， z, = — 2. 
(3) D=24, Di =96, D, = — 336, D; = — 96, D, = 168, D; = 


х, =4, хо== — 14, rz,=—4, nT, 


х5 == 13. 
(4) Юр==665,р, =1 507,0, = — 1 145,р, =703,р, = — 395, 


D: 一 212, 故 方程 组 有 唯一 解 : 


a=, n=, n=, a=, zs = 
665 133 35 133 665 
例 2 求 使 齐 次 线性 方程 组 
(1—24) 一 2x: + 4z,=0, 
| 2z, 十 (3 一 人 )Zz + z, 一 0， 
xı + xı + (1—A)z;, =0 
AFFAR А В. 


解 ” 即 求 得 D=0 的 4 值 . 因为 
1—4 一 2 4 1—A 4—3 4—(1—A)’ 
D=| 2 3— 1 -一 一 一 2 1—A 2 一 1 
1 1 1—А 1 0 0 
рн àT? АОБ а-да), 
1—4 4—1 | 
所 以 ,D=0 BF A=0,2,3. ВВ 4:=0,2,3 时 ,方程 组 有 非 零 解 . 
З 证 明 平 面 上 三 条 不 同 直线 ax 十 by 十 c==0,bz 十 cy 十 a 二 
0,cz 十 ay 十 8 王 0 相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 a 十 5 十 c= 二 0. 
证 ”必要 性 设 三 条 直线 交 于 一 点 (zoom)》， 帮 r= zo, у= 
уо,®==1 是 齐 次 线性 方程 组 
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az 十 py 十 c 一 0， 
онто (D 
人 cz 十 ay 十 0 一 0 
的 一 组 非 零 解 , 则 D 二 0, 即 
а ф с 
b c а =—-у(а+&+с)[(а—8)+(®—с)* + (с—а)*]=0. 
са b 


因为 a,b,c 不 相同 ,所 以 上 必 有 a 十 2 十 c 三 0. 
充分 性 ”和 看 aa 十 8 十 c= 一 0, 则 由 方程 组 山 得 
ах+Ьу=-—с, 
оти (2) 
| 0= o. 
证 明 方 程 组 人 @ 有 唯一 解 .用 反 证 法 , 设 方程 组 龟 的 解 不 唯一 ， 
则 必 有 
a b 


=ac—b°=0, ac 一 关 之 0， 
b с 


因为 
b= —(aÑ+c)=>ac=[—(a+ c) P =a +2асіс? 
=з>»ас==— (а? с?) <О=>ас=0. 

Же а=0, q 52 =ас=>6=0; 8 H a+ b+ c= 0 с== 0, Б 
三 条 不 同 直 线 假 设 矛盾 . 故 ac 一 正和 0 ,方程 组 人 有 唯一 解 , 即 方程 
组 个 有 唯一 解 , 亦 即 三 条 不 同 直线 交 于 一 点 . 

例 4 求 一 个 二 次 多 项 式 C) È f(1)=0,f02)=3, 
/С—3)=28. 

解 ” 设 所 求 二 次 多 项 式 为 a) Saz 十 pz 十 ,由 题 设 可 得 一 
线性 方程 组 


f(t2)=4at+26 二 c= 二 3， 


[yozur 
太一 3) 一 9a 一 30 十 c 一 28. 
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计算 得 р= — 20, р, =— 40, D: =60, D; = — 20, #49 a=2, b= 
一 3,c 一 1. 故 所 求 多 项 式 为 
Р(х) =22° —З3х+1. 


x 1 2+ = 
BS 设 f(z)=|12 2 4 | ÆA: /'(z)=0 有 小 于 
3 2Z 十 2 4—х 
1 的 正 根 . 


(0,1) 内 可 导 . 又 
/‹0)= 


=0, f= =0, 


0 1 2 
2 2 4 
3 2 4 


1 1 3 
2 2 4 
3 3 3 


Ж f(x) 满足 罗 尔 定理 条 件 , 必 有 e€ (0,1), 使 得 7 (2) 二 0, 即 
f(z) 有 小 于 1 的 正 根 . 
例 6 ansa: "sa, 是 数 域 P 中 互 不 相同 的 数 ,b ,5b,,…， 
b, 是 数 域 P 中 任 一 组 给 定 的 数 , 用 克拉 上 默 法 则 证 明 ; 存 在 唯一 的 
数 域 P 上 的 多 项 式 f(x) 二 cox”! 十 ciX” 十 十 c.-_1; 使 
ба) =b; i1=1,2, n. 
证 考虑 线性 方程 组 | 
х taxa tee ar 'х„==й\, 


2} + ax; + мым “а? іх, =b, , 


х +а,х, К,а a, =bn, 
其 系数 行列 式 为 一 范 德 蒙 行列 式 . 由 于 asaza, 互 不 相同 ， 
此 系数 行列 式 不 为 零 ,方程 组 有 唯一 解 .不 妨 设 其 解 为 
түсү, Ж) 一 Co-2y 9 ХС. 
于 是 ,多 项 式 
f(z)=c z" 二 crx" 十 十 ci 
是 次 数 小 于 nn 的 多 项 式 , 目 满足 Ca) =b i 二 1,2,…,n. 又 由 方 
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程 组 解 的 唯一 性 知 , 这 个 多 项 式 也 是 唯一 的 . 
87 设 水 银 密度 4 与 温度 t 的 关系 为 
h=as tatta: Раё, 
由 实验 测 得 数据 如 表 2-1 所 示 。 
表 2-1 水 银 密 度 与 温度 的 实验 数据 
t/°C 0 10 20 30 
h/(g/cm’) | 13.60 13. 57 13. 55 13. 52 
求 :二 15C ,40 忆 时 水 银 密度 (准确 到 小 数 两 位 ). 
解 ” 代 入 数据 ,得 方程 组 
ай = 13.60, 
a +t 10a, +100a; +1 000a, =13.57, 
ao 十 20ai +400a, 十 8 000a; =13.55, 
ao 十 30ai + 900а, +27 000a, =13. 52. 
将 ao =13. 60 代入 方程 组 中 中 其 它 方程 ,得 
а +10a,+ 100а, = —0.003, 
| +40a,+ 800a; = — 0. 005, 
За, +90a, 十 2 700a, = —0. 008. 


© 


因为 方程 组 如 的 系数 行列 式 d=12 000;4,=—50,4,=1.8,4,= 


一 0.04, 解 得 
а,==13.60, а, = —0. 004 2, a,=0.000 15, а, = —0. 000 003 3, 
故 所 求 关 系 式 为 

h(t)=13.60—0.004 2t+0.000 15°, 1. 


线 上 标 出 的 数字 是 电阻 ,点 五 接地 ,由 点 
X.Y.U.Z 通 入 电流 ,强度 均 为 100A, 求 
这 四 点 的 电位 (用 基 尔 霍 夫 定律 ). U 
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一 0. 000 003 3#°, 
从 而 Һ(15)=13.56, А(40) =13. 46. ч Ж 
例 8 图 2.1 表 示 一 电路 网 络 , 每 条 1 


解 ” 依 基 尔 霍 夫 定律 ,建立 方程 组 


— 1, +1, +15 = 100, 
1—1, +I, =100, 
I, — I, +I, =100, 
І, — L, + I, = 100. 
设 点 X、 了 .U.Z 电 位 分 别 为 Xu Yo .U, .Z，, 则 由 1= 0/8 可 得 
,=2Ү„—2Х,,  L=6X,, 
1, =32,— 3Y,, I;=7Y,, 
I,=4U,—4Z,, 1 =8Z, , 
1, = X, —U, , 1, = 5U,. 
代 人 式 中 得 方程 组 
9Х„— 2Y 一 U,=100, Х,=210 100/129 07, 


一 2X。 十 12Y 一 34==100, 
— 3Y, +152, — 4107, = 100, 
T Xo mu 4% + 10U, -一 100 ， 


Ү,=188 400/129 07, 
RI 
Zo = 183 300/129 07, 


U, =223 400/129 07. 


第 六 节 ” 拉 兽 拉 斯 (Laplace) 定 理 


行列 式 的 乘法 规则 


主要 内 容 


l. 定义 ”在 一 个 行列 式 中 任意 选 定 & 行 下 列 ( 委 2) ,位 于 这 
些 行 和 列 的 交点 上 的 А УС Yk BR Е BJ k PF šB R bJ — A k Bt 
行列 式 M M 称 为 行列 式 的 一 个 有 阶 子 式 . 在 D PYER Rk íT k 
列 后 余下 的 元 素 按照 原来 次 序 组 成 的 n 一 & RITAR M , M' 称 为 


k; Tk M 的 余子 式 . 


车 & 阶 子 式 M ED 中 的 所 在 行 、 列 分 别 为 二 ,ip Mji» 
jo tata M 称 为 M 的 代数 余 


+Ñ. 


2. 引 理 ”行列 式 D 的 任 一 个 子 式 M 与 它 的 代数 余子 式 A 
的 乘积 中 的 每 一 项 都 是 行列 式 忆 的 展开 式 中 的 一 项 ,上 且 符 号 也 
一 致 

HERRER 设 在 行列 式 中 任意 取 定 (lkn 一 1) 行 ， 
由 这 上 有 行 元 素 所 组 成 的 一 切 k 阶 子 式 与 它 的 代数 余子 式 的 滋 积 之 
和 和 等 于 行列 式 D. 

3. 定理 ”两 个 n 阶 行列 式 


Ai 412 Gin Dy bs s.. b,, 
атл Q22 t а, bz б, + Don 
р, = |. ‚|, 2, = 
(1,1 а „2 ** Am bn b. s.. Dn 
ЮЕ T — 4 n 阶 行列 式 
Сур C12 C} 
| Сә C22 C? 
C= | | 
Canl Cn? °** Cm 


其 中 c; E D, 中 i 行 元 素 与 D, 中 了 了 列 对 应 元 素 乘 积 之 和 ，, 即 
сад b; азб, T Ба. фы. 


疑难 解析 


怎样 使 用 拉 普 拉 斯 定理 ? 

$ 拉 普 拉 斯 定理 的 应 用 主要 在 理论 上 ,这 将 在 后 面 逐 渐 学 
到 . 而 实际 用 来 计算 行列 式 , 还 是 不 够 方便 . 

一 般 选 择 含 零 较 多 的 不 行 (也 可 以 利用 行列 式 性 质 将 某 些 行 化 
为 尽 可 能 多 的 含 零 元 素 ) 来 进行 , 找 出 其 中 不 等 于 零 的 所 有 大 级 子 
式 , 与 其 对 应 的 代数 余子 式 作 乘积 并 求 和 . 注意 不 要 遗 潮 与 重复 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 计算 下 列 行列 式 ， 
` 102* 


(1) ; 


а b; Ху Ж; T3 С» 


аз b; Ху Ж T3 Сз 


41 b, 
(2) 
c d, 
c, d, 
Ж 一般 选 上 为 2 或 3, 这 样 & 阶 子 式 容易 算出 . 
(1) 将 行列 式 按 第 1.2.6 行 展开 ,只 有 一 个 3 阶 子 式 不 为 零 ， 


1 1 1 l 1 І 


D = x, Z, х3 | ° (—1)1F21+6+1+2+8 


Z, n Ху 
дї х5 лї тї = Xs 
=| (zx —z)(=z;, — z, )(z; —x>) |. 

(2) 将 行列 式 按 最 上 面 一 行 与 最 下 面 一 行 ( 即 第 1,2n 77) E 
开 , 只 有 一 个 2 阶 子 式 不 为 零 , 故 

Don = (and n Б,с„) (1) ttt a D, a = (a,d,—b,c,)D;,_, 
再 按 D,.-, 038 1 行 与 第 (2n 一 2) 行 展开 ,，… 
如 此 重复 进行 ,最 后 得 


= Па, — bici) D: = Па, 一 bici) . 


也 可 以 将 行列 式 按 中 间 两 行 ( 即 第 1 行 ) 展 开 ,再 反复 进 
行 ,得 到 相同 结果 . 
例 2 iD = la, 15 р, = |6,1 п 阶 行列 式 , 则 
‚ 103 ° 


Сур С; 5 Cin 


C21 Ca °°" C2n 


式 中 Cj 一 > asb. ВЕ ВЯ: 
k=] 


(1) с; == S asas ; (2) Ci 一 > auba; (3) C; 一 Уау. 
k=] k=1 k=l 
证 题 设 所 给 ci ВЕУ". 
(1) EFR ER. 依 行 列 式 性 质 ,D; = D; , 故 
Cu С ° С 


Сәу С2 "** C2n 


D; D, =D, D; 一 


所 以 , с, = S'anan. 

(2) EIRG” 形式 . 因为 р, = DiD: = Di, 故 DiD: = 
D? Di. 所 以 ,cy = Slasba. 

(3) EIRA ER. 因为 D = D1, 故 D.D, = D1Ds. 所 以 ， 


Cij = S) anbi. 


k=] 
例 3 证 明 ， 
cos2a cos(a+ 8) cos(a+y) соѕ(а +0) 
соѕ(8+а) cos28 cos(8 二 7) cos(8+ó)| _ 
cos(7y 十 a) созбу) cos2y cos(y+ ë) E 
cos(6+a) cos(ó+Ü) cos(ó+7) cos2ó 
证 н КА. ZZAN: 
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cosa sina 0 0 cosa cosph 
D = со58 sing 0 0 | 一 sing 一 Sinp 
cosy siny 0 0 0 0 
cos sin 0 0 0 0 
=0. 
@ 4 计算 
1 1 1 
х |1 х, +1 хз +1 
р=| ж +2 25 + x; х5 + zx; 
да"? x xr? xF l+ aY ° 
解 ” 由 行列 式 乘法 规则 
1 0 0 = 0 0 1 1 
1 1 0 : 0 0 Tı 22 
р=40 1 1 … 0 01: | 2 25 


ооо. 1 1 m= g 


一 П (Zi — х;) . 


le ji 


cosy 


— siny 


cosó 
— sing 
0 

0 
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第 三 章 ”线性 方程 组 


本 章 讨论 线性 方程 组 的 解 与 向 量 空间 的 有 关 概 念 . 同 量 空间 
的 理论 与 方法 不 仅 是 高 等 代数 的 基本 数学 概念 ,而 且 对 其 它 自 然 
科学 与 工程 技术 也 是 十 分 重要 的 . 


第 一 节 Ñ 元 法 


主要 内 容 


1 下列 变换 称 为 线性 方程 组 的 初等 变换 
(1) 用 一 个 非 零 的 数 嫌 某 一 方程 ; 
(2) 把 一 个 方程 的 倍数 加 到 另 一 方程 上 ; 
(3) 互 换 两 个 方程 的 位 置 . 
初等 变换 总 能 把 方程 组 变 成 同 解 的 方程 组 . 
2. 定理 ”在 齐 次 线性 方程 组 

aiZl1 十 ay 十 … 十 CT 一 0， 


42121 - a, X> +... На, х, ==0, 


аах Бага, | а, = 0 


中 , 若 sS<2, 则 方程 必 有 非 零 解 . “ 
а da, " ai б, 
аз az? a, b, 
з. JER 
Qn qaqa ` a, b, 
КЫ Er K SR PE y KIA E E. 
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疑难 解析 


消 元 法 解 线性 方程 组 的 理论 依据 是 什么 ? 它 是 怎样 进行 的 ? 

答 ” 消 元 法 解 线性 方程 组 的 理论 依据 是 ,线性 方程 组 经 初等 
变换 后 得 到 的 方程 组 与 不 方程 组 同 解 . 

消 元 法 解 线 性 方程 组 的 步 又 是 ; 

(1) 将 方程 组 中 某 个 方程 的 某 个 未 知 量 的 系数 用 初等 变换 法 
变 为 零 . 反复 进行 ,得 到 一 个 阶梯 形 方程 组 . 

(2) 若 在 阶梯 形 方程 组 中 最 后 一 个 等 式 是 零 等 于 一 个 非 零 的 
数 , 则 可 判定 方程 组 无 解 , 否则 方程 组 有 解 . 

(3) 在 有 解 的 情形 , 若 阶 梯形 方程 组 中 方程 的 个 数 > 等 于 未 
知 量 个 数 , 则 方程 组 有 唯一 解 ; 若 > 小 于 未 知 量 个 数 , 则 方程 组 有 
无 穷 多 解 . 

消 元 法 解 线性 方程 组 可 以 在 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 上 进行 ， 
即 对 增 广 矩阵 施行 相应 的 初等 变换 化 为 阶梯 形 和 矩阵 ,可 以 判别 方 
程 组 是 否 有 解 ,并 用 相应 阶梯 形 方程 组 求 出 解 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


一 般 , 用 消 元 法 解 线 性 方程 组 可 以 选择 在 增 广 矩 了 泗 上 进行 , 写 起 
来 比较 简便 .但 是 要 标记 出 所 进行 的 初等 变换 ,以 便 检查 与 阅读 . 
例 1 用 消 元 法 解 线性 方程 组 ， 
Xi 十 3X; 十 5x3 一 4Z4 =], 
х, 3х, 203—221 tr; =l, 
(1) 42—225 t х3 x zr, 3, 
Lı årti 十 Xi 十 t4 ` t; 23, 


xı +2zm,+ ху х, trs = l; 
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(2) 


(3) 


(4) 


Ж ЖГ ЗЕ ЖА 施行 初等 行 变换 . 


(1) 
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x, +22, 


т Зх, +2zs =Í, 


v i 2, — 3x; + tı 3z; = 2, 
2x 一 3z? 十 4z3: 一 5r, 225—7, 
Өх, — 9х, +62; 一 16z 22; =25; 


д — 2x: d-3z,— 4х4, 
Xs 一 z, + r> —3, 

z, T3x, + х, =1, 
72,1353 + х= 7-3; 
Зад і 4х 5х 十 75,0, 
2х — 321 3z,— 22,0, 
4х, +112: —13z;, +16xz,=0, 
71 — 22 хз + Зх, 20. 


1 3 5 —4 0; 1 
1 3 2 —2 1: 一 1 
1 — 1 —1 —1: 3 
1 — 1 1 —1 3 
J 2 1 —1 1-1 
1 3 5 一 4 
0 0 一 3 2 
— “jo —5 — 3 
i=2,3,4,5 - 
0 一 7 —4 5 
0 一 1 一 4 3 
1 3 5 —4 0: 
lo 0 — 2 1: 
ntre o —5 -7 50: 
ritr 
r-r 0 7 一 ?7 т о: 
0 1 —1 1 0: 


和 
= = = = m m m= = = = = _ = = = x= = = = w = m w = = = w 


ur m w w m= тото тот x x = x = = ж . . жор ш в ьш ш 


са о сэз с о ч O =ч Фо с © O о нч ° 
с Ф Ф © ч 
| | | | © о = о о о ож о о con сое оо Јо о 
Ф Ф © om с с © © т=з б © о © ч 
| гт © о о о | ?°°°7°7T°°° 
| 
— с о о © — = © с с © чо о о об 
LU H 一 = [一 ”一 六 一 一 一 
мю | ыш ыз | сз | m 
б |а 一 S | Ё rs cje eje 
+|!! x | | 十 十 x + | | t+ 
кк ч кр K Мы ср l š 
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对 应 同 解 方程 组 为 


X, 7 з 
2 х= Ё, 
хэ 一 Fol, r =k- 1, 
__ =з>4хуу<=0, (Ё 为 任意 数 ). 
r, =Ü, 
r =k—1, 
Ta 2 25 == 2k 
Ts == 25 s 
方程 组 有 无 穷 多 解 . 


下 面 各 题 中 不 再 写 出 变换 过 程 ,请 读者 自己 写 出 ,变换 过 程 不 
是 唯一 的 ,但 解 是 确定 的 . 


(2) 
2 -3 4 —5 2: 7 
—29 6 —6 2:25 
1 2 0 一 3 2 ，1 
0 一 3 一 3 4 —5 1 
o 0 11 一 25/3 29/3: 8/3 
0 0 0 0 0 一 1 
由 增 广 矩 阵 第 4 行 得 等 式 0 二 一 1 显然 不 成 立 , 故 方程 组 无 解 . 
1 — 3 —4: 4 1 0 0 0;—8 
о 1 -1 1—3 отоо! 3 
(3) : 一 一 > š 
1 3 0 1: 1 0010: 6 
о —7 3 1-3 000 1: 0 
方程 组 有 唯一 解 :z 一 一 8,z 一 3,7Z3 一 60,Z4 一 0 
4 —5 7 1 0 —3/17 13/17 
2 一 3 3 一 2 0 1 —19/17 20/17 
W | үү —13 16 0 0 0 0 
7 一 ? 1 3 0 0 0 0 


2 — 3 ь,—1Зь, А 
3 13 17 ]7 
—z;y+—zx,=0 
Ti 177 17 4 , _19, _20, 
19 0 _ 7 туч 1722 (О, 为 任意 常数 ). 
T2 177 HFT =, x =}, | 
xı “k; 
方程 组 有 无 穷 多 解 . 
例 2 л 为何 值 时 ,方程 组 
tı tàr: + Xs 十 n=l, 
(=+ z, 十 AZ 十 t= À, 
Xl 十 ж z; tàr, =A +A 
有 解 ? 并 求 出 其 解 . 


解 А = 


l à l 1: 1 
11,1} 4 | 
1 1 1 21342 十 ) 
l A 1 1 : 1 
= 1—4 А-1 0 КЕ 


0 0 1—4 4—1} 2 
(1) 当 ) 一 1 一 0, 即 1 一 1 时 ， 


l 1 1:1 l 1 1 111 
о o o o ojlo o o oa 
0 0 O 0:1 ооо 0i0 


由 豆 的 第 2 ffl, = 1 时 方程 组 无 解 . 
(2) 当 21 Bf, 
1 À 1 1; 1 
B— |o 1—1 0: -i 
0 0 1 —1 A/(1—X) 
因为 方程 个 数 小 于 未 知 量 个 数 , 方 程 组 有 无 穷 多 解 . 
‚111, 


1—4 — 24? 
па А 


A tal 
k a Жз ==—], — 2277 1—4 Tays 
А д? 
23 ла 12" 23 1512 
T+,” 24 


例 3 4 了 到 何 值 时 ,方程 组 
Ад rt n=l, 
| xı Az; t ту== А, 
Ti 十 x, +Àz,=2°. 
有 解 ? 并 求 出 其 解 . 
E WX D= 


А 1 1 
1 À 11 二 QQ 一 1 十 2), 所 以 
1 1 À 


(1) 33 2Z1,1 —2 时 ,了 D 天 0, 方 程 组 有 唯一 解 , 可 由 克拉 默 
法 则 或 消 元 法 求 出 
„2+0 „=l, „=Q 
A 十 2 2 aH? 1 二 2 ' 
(2) ҶА=1 时 ,三 个 方程 完全 相同 . 此 时 方程 个 数 小 于 未 知 
量 个 数 , 故 方程 组 有 无 穷 多 解 
Lı =l T tis 22023 为 任意 数 . 


(3) 4 二 一 2 时 , 增 广 和 矩阵 
l 1 —2:4 
=: | =i al-s 
оо 0i] 


—2 1 l; 1 
К 1 — 1—2 
1 1—2! 4 
由 B 的 第 3 行 知 , 此 时 方程 组 无 解 . 
例 4 a,6b 取 何 值 时 ,方程 组 
‚112. 


221 t (a+2)z;, = (b+2)z;, =3, 


| xı + X° — хз =l, 
~ Зах, + (a +2b)z, =— 3. 


有 解 ? 并 求 出 其 解 . 
1 1 —1 
Жж 因为 D==12 а+2 —(b+2)| =a(a—b), И, 
0 3a a +2b 


лү =1—1/а, xz = 1l/a, 2 一 0 


方程 组 有 唯一 解 . 
(2) 34 a—b=0,a #0 ff, 
1 1 —1 : 1 1 1 1:1 
А= |2 аф? 一 a 一 2 : 3 1 一 10 а al 
0 —3a За }—3 оо 00 
方程 个 数 小 于 未 知 量 个 数 ,方程 组 有 无 穷 多 解 . 


ху =1-—1/а, 
xı + x, хз==1, 
=> £: =1/at z, 


алх, aty ==], 
Хз Ез. 


(3) Эф a=0,b 取 任 意 数 时 ， 


1 1 =l ; 1 
= 2 一 5 一 2; 3 


оо 2 一 3 
由 B 的 第 3 行 知 ,方程 组 无 解 . 


第 二 节 7 维 回 量 空 间 与 线性 相关 性 


主要 内 容 


1. 定义 1 数 域 P 上 一 个 n 维 向 量 是 由 数 域 P Рл ARH 
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成 的 有 序数 组 (al ,as,… ,a,),a; 称 为 向 量 的 分 量 . 

2. 定义 2 Жп Юа (а, sastran) B= Cb bsb) 
的 对 应 分 量 都 相等 , 即 a; =b; (i 二 1,2,…,n), 则 称 这 两 个 向 量 相 
等 , 记 为 a= В. 

3， 定 义 3 问 量 7Y 二 (十 0 中 十 bs a, TEOR Nj Et а 
=(a,ja,, ***,а,) 5 B= (b ,b,, bn) Ж, 8 y= a+ DB. 有 性 
质 . 

atp=pi+a, a+(B+4+y)=(a+BP))- v. 

4. EX4 ШЕ 0= (0, 0, =, ОЮЫ Ш; Е 
(аз azs" та,)Ж Е a= (а, az，…as) 的 负 向 量 , 记 为 
—a. A HM: | 

а-0=а, aga+(—a)=0, 一 5 一 C 十 (一 有 内. 

5. 定义 5 ЖАЫ Р PE, HE (ка, ka:set ,ka,) 称 

УЕ Е wx 一 (aa ，…a) 与 数 & 的 数量 乘积 , 记 为 ix. 有 性 质 ， 
kCa+f)= ka + kB, (E-+ D a= ka + li, 
kCla)=(kij)a, la=a, Оа=0, 
(—1)a=—a, k0=0, Ar 天 0 (250,050). 

6. 定义 6 设 V 是 数 域 P 上 ?>” 维 向 量 的 非 空 集合 AIEE 
apEV 和 kEP, 有 a 二 BEV 和 ka EV, 则 称 V 是 数 域 P 上 的 nn 
维 向 量 空间 . 

7. 定义 7 EARR РД k i k, + k, ,使 

a=k В, А,В, Tk, В,, 
则 称 向 量 a 为 向 量 记 ,PB ，,…,p, 的 一 个 线性 组 合 . 也 称 向 量 a 可 以 
经 В.В, B. 线性 表 出 . 

8. 定义 8 若 向 量 组 el ,gg:,… ,a 中 每 一 个 向 量 a, Gi=1,2, 
ee OAR UAMH p poop 线性 表 出 , 则 向 量 组 a ,cz，…， 
а, 称 为 可 以 经 向 量 组 P,P,… B. 线性 表 出 .大 两 个 回 量 组 可 以 
相互 线性 表 出 , 则 称 这 两 个 癌 量 组 等 价 . 

”向 量 组 之 间 的 等 价 具 有 以 下 性 质 : 
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MRSE 每 一 个 向 量 组 都 与 自身 等 价 ; 

(2) 对 称 性 ” 知 回 量 组 ai, a, G, 5 B. p. B. 等 价 , 则 
回 量 组 В. ‚В. TERET 7 也 与 о. ,0:, 等 价 ; 

(3) 传递 性 ЖАҢ gl as "а, F B... B. 等 价 ,p， 
pb.,.… ,bh, 与 YY ‚у, =, Hj р BF H а ,gs ，…,Q， 与 yi，7，， 
`. Y, 等 价 . 

9 定义 9 EMEA @ ,as ,…,@a，(s 之 2) 中 有 一 个 向 量 可 以 
由 其 余 向 量 线性 表 出 , 则 向 量 组 w ,a;,…,@, 称 为 线性 相关 的 ， 

任何 一 个 包含 零 问 量 的 向 量 组 一 定 是 线性 相关 的 .在 Р 为 实 
数 域 目 为 三 维 时 ,@i 与 а, 线性 相关 ,表示 为 a = ka, (或 а. = 
kx ) ,表示 向 量 а, 与 a, 共 线 ;三 个 向 量 aya, ,ws 线性 相关 的 几 
何 意义 是 它们 共 面 . 

10. 定义 10 FAROR P 中 不 全 为 零 的 数 k,k,，,… ,上 k,, 使 

Ка, Аа tee tka 0, 
则 称 向 量 组 а, ,c: ,… ,a,，(s 宇 1) 为 线性 相关 的 . 

11. 定义 11 若 没 有 不 全 为 零 的 数 ,k,，,… ,上 ,, 使 

kG, tka: + tka =0, 
则 称 向 量 组 а, ,qz ,…' a, (021081862. 

沙 一 个 向 量 组 的 一 部 分 线性 相关 , 则 这 个 向 量 组 线性 相关 ; 知 
一 个 向 量 组 线性 无 关 , 则 它 的 任何 一 个 非 空 部 分 组 也 线性 无 天 ， 

12. 定理 1 Paca, al, 与 外, 户 ,… ,及 是 两 个 癌 量 组 ， 
= 

(1) 回 量 组 &; +G °" G, а В, ‚Ё, y ° °° ‚В, 线性 表 出 , 

(2) >s, 

则 向 量 组 w ,az ,，…，,a, 必 线 性 相关 . 

推论 1 HRH asata, ПИЯ В, В,‘ р. 线 
性 表 出 ‚Н a G; ° а, 线性 无 关 , 则 r<s. 

推论 2 任意 * 十 1 个 2 维 向 最 必 线性 相关 . 

推论 3 ”两 个 线性 无 关 的 等 价 向 量 组 必 仿 有 相同 个 数 的 问 量 . 
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13. 定义 12 若 一 个 向 量 组 的 部 分 组 是 线性 无 关 的 ,并 且 从 
回 晤 组 中 任意 添加 一 个 回 量 到 此 部 分 组 后 所 得 向 量 组 都 线性 相 
关 , 则 此 部 分 组 称 为 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

一 个 向 量 组 的 极 大 无 关 组 一 般 不 唯一 . 

任意 一 个 极 大 无 关 组 都 与 向 量 组 本 身 等 价 . 

14. 定理 2 一 个 问 量 组 的 极 大 无 关 组 含有 相同 个 数 的 向 量 . 

15. 定义 13 疝 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 称 为 
向 量 组 的 秩 . 

一 个 向 量 组 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 为 它 的 秩 与 它 所 含 的 向 
量 个 数 相同 . | 

等 价 的 向 量 组 有 相同 的 秩 . 

全 部 由 等 向 量 组 成 的 向 量 组 的 秩 规定 为 零 . 


疑难 解析 


1. 向 量 组 的 线性 相关 与 线性 无 关 有 哪些 性 质 ? 

答 (1) АВН) ИЩ b ТЕШ; 

(2) 只 含 一 个 非 零 向 量 的 问 量 组 必 线 性 无 关 ; 

(3) 4 s 之 2 时 ,向 量 组 @ ,Gz,… a, 线性 相关 的 充 要 条 件 是 
其 中 至 少 有 一 个 向 量 可 由 其 余 回 量 线性 表 出 ; 

(4) 当 5222 时 ,向 量 组 ol ,az ，…a, 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 
组 中 任何 一 个 向 量 都 不 能 由 其 余 向 量 线性 表 出 ，; 

(5) 当 >n 时 ,ss 个 维 向 量 必 线 性 相关 ，; 

(6) 车 向 量 组 的 部 分 组 线性 相关 , 则 癌 量 组 也 线性 相关 , 若 问 
量 组 线性 无 关 , 则 其 任 一 非 空 部 分 组 也 线性 无 关 | 

(7) 车 向 量 组 线性 无 关 , 则 添加 分 量 后 的 向 量 组 仍 线性 无 关 ，; 

(8) + [5] Ж#Н @\,@2,°*°°*°,@; u] Ei ju] t £H В. ‚б. 有 线性 表 
出 , 且 >s, B| acz，…a: 线性 相关 ; 

(9) ЖА Вуна. а, ‘а, 线性 表 出 , 且 表 示 式 唯一 , 则 
а G>. G, 线性 无 关 . 
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2. 判别 向 量 组 的 线性 相关 性 有 了 哪些 常用 方法 ? 
答 (1) 用 线性 相关 性 定义 . 作 
kia tka: t tka. =0, 
EE $ SF РА Эн [e] 3 ÉS X ЛУ Л Ж, EA ki, k, +, ,Е, 为 未 知 量 的 
齐 次 方程 组 ,讨论 齐 次 方程 组 是 否 有 非 零 解 ; 

(2) 利用 疑难 解析 1 中 线性 相关 与 线性 无 关 的 性 质 ; 

(3) НАЖ а, ,az ,，……a, 的 秩 判别 . 若 向 量 组 的 秩 rs, 
则 向量 组 线性 相关 ;者 向 量 组 的 秩 ~ 一 *, 则 向 量 组 线性 无 关 . 

3. 如 何 求 出 一 组 向 量 的 最 大 无 关 组 ,并 用 最 大 无 关 组 表示 其 
余 向 量 ? 

答 ” 设 有 一 组 向 量 gi ,cz ，…,w,, 作 矩阵 А = (а naa). 
对 А 作 初 等 行 变换 ,化 为 阶梯 形 和 矩阵 ,并 使 左上 角 为 r+ 级 单位 阵 ， 
ДА 的 秩 为 xr. 即 向 量 组 的 最 大 元 关 组 所 含 向 量 个 数 为 r, 前 + 列 
所 对 应 向 量 即 为 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,后 s— r 列 的 元 素 反 映 
该 列 所 对 应 向 量 与 最 大 无 关 组 向 量 的 关系 . 


万 法 、 技 巧 己 典型 例题 分 析 


认真 辨析 向 量 组 线性 相关 与 线性 无 关 的 概念 ,熟悉 有 关 的 等 
价 命 题 , 会 讨论 问 量 组 与 向 量 组 之 间 的 线性 相关 性 ,能 够 求 出 一 个 
向 量 组 的 极 大 无 关 组 是 本 节 的 基本 要 求 . 

例 1 判断 下 列 命 题 哪些 正确 ? 对 正确 的 说 明理 由 ;对 错误 
的 举 出 反例 . 

(1) Жоо, @, 线性 相关 , 则 其 中 每 一 向 量 都 是 其 余 向 
量 的 线性 组 合 ; 

(2) 若 有 一 组 不 全 为 零 的 数 kiskot , k, (E14 kiai + k. a; 十 
+k a, Z0, 0 о 02, ,Qs 线性 无 关 ; 

(3) 若 有 一 组 全 为 零 的 数 , 使 0a, 十 0a: 十 … 十 0c, 一 0, 则 а, 
@›,°°* + G; 线性 相关 ; 

(4) 若 两 个 n ЖЕ а, ©@2.°°°,@, 5 В, ‚В; "°" ‚В, 均线 性 无 
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关 , 则 向 量 组 aa. Ga, В.р, "~", B. 也 线性 无 关 ; 

(5) EMA n Ж а.а, ，……,G， 与 及 Б, B. 均线 性 无 
关 , 则 向 量 组 a tp a: tpa +p 也 线性 无 关 ; 

(6) caz，…G，( 二 2) 线 性 无 关 的 充 要 条 件 是 任意 两 个 向 
量 线性 无 关 ( 即 两 两 线性 无 关 ). 

Ж (1) 错 . 应 为 其 中 至 少 有 一 个 向 量 能 为 其 它 问 量 线性 表 
出 .例如 ,mw = (1,0), а = (0,1),а, = (0,2)ӣ 9 ЕН, E а, 
不 能 由 Q: + G@5 线性 表 出 . 

(2) 错 . 应 为 对 任何 一 组 不 全 为 零 的 数 ky 2," , k, s $E k G, 
+ k; G 十 … +kEa,>0,Ga а, ‘б.а, 才 线 性 无 关 . 例如 ,a 一 
(1,1),0 = (2,2), Е k =k: =1, {Ë Аа, +k:a: = (3,3) 560, B 
о. ,а: 线性 相关 . 

(3) 错 . 凡 为 一 组 全 为 从 的 数 ki skz2 s**t sk, 对 任何 5 АХ Ж Ж 
# kiai Ьь@; + Аа, = 0. Й, а, = (1,2), а = (3,6), а.а; 
线性 相关 ,但 0a, 十 0a: 一 0. 

(4) 错 . а. ,а,, G, 5 В. ‚В, '**. В, 不 一 定 线性 无 关 . 例如 ， 
ai 一 (1,0),a: 一 (0,1) 线 性 无 关 ; 有 一 (1,2), 记 三 (2,1) 线 性 无 天， 
但 В. = а, +28» ‚8: =2а, ta, А а а, ‚В, 线性 相关 . 

(5) 错 . 不 一 定 成 立 . 例如 ,@ = (1,2), а = (2,1) 5 R = 
(2,4), В, = (1,5) 5823. (8 a В, = (3,6) ,а, +}, = (3,6) 
线性 相关 . 

(6) 错 . 充分 性 不 成 立 . ЙИШ, а, = (1,1),a, = (1,2),а; = 
(2,3) ,它们 两 两 线性 无 关 , 但 а, =а 十 az ,所 以 m a, a, 线性 相 
关 . 

例 2 把 向 量 B 表 成 向 量 a ,az ,as ,as 的 线性 组 合 . 

(1) 6=‹1,2,1,1);@,==(1,1,1,1),@,=(1,1,—1,—1), 

@,=(1,—1,1,—1),а,=(1,—1,—1,1). 
(2) B=(0,0,0,1) ;m=(,1,0,1) ,0g= (2,1,3,1), 
@=(1›,1,0,0),а,—>=(0,1,—1,—1). 
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E 分清 线 性 组 合 与 线性 相关 的 不 同 . 线性 组 合 是 指 一 个 向 
晤 与 一 组 问 量 之 间 的 关系 ,线性 相关 是 一 组 同 量 之 间 的 关系 . 
i$ В =, а, tka: ёза tka 比较 对 应 分 量 写 出 对 应 方程 
组 ,对 方程 组 系数 的 增 广 矩阵 作 初 等 变换 , 求 出 解 &) ,ks sk ski. 
(1) 对 应 方程 组 为 
ki +b, +b 十 有 =1, 
ki 十 ks =, 0, =2, 
b —b, +k; 一 太一 上 
kı =, — k; +k, =1. 


1 1 1 1:1 1 1 1 1:1 
x ll 1 -1 —1i2| „— o 0 一 ? -2 1 
1 -1 1 -nnlo —2 0 —2 0 
1 —-4 — iino —2 —2 00 
1 1 1 1. I 1111 1 
„хїз 0 0—1 —1 1⁄2 nm |0 101: 0 
nxl/2 о —1 0 -1 oj пх jo o 1 1 —1⁄2 
0 — — 0: 0 11 o: 
101 0 1] 101 0 1 
a= |o 10 1 O| л [010 1: O 
nalo 01 1 —1⁄2| nx o 0 1 1: -—1⁄2 
001 =‘ 0 0 0 0 —1° 1 
1010. 1 1 ооо, 5/4 
т=н jo 1 0 0; 1/41 n-a |o 1 0 oÍ 1⁄4 
23 |o o 1 0 —1⁄4. ооло; -—1⁄4 
0 0 0 1:—1/4 0 0 0 1:—1/4 
18 ki =5/4,k,=1/4,k,=—1/4,k = 1⁄4, 


В=- Ga +a; —G,— G). 


(2) 对 应 方程 组 为 
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kı + 2k, + Ë; =0, 
k + Б, БЕ, 十 k= 二 0， 
ЗА, 2, =0, 
k + Р, —k,= 1. 
写 出 增 广 和 矩阵 4 ,进行 初等 行 变 换 , 解 得 
hb =], k:=0, E= —1, РЕ, =Q, 
故 В= а, —а;. 
例 3 证 明 rB BL а. ,0,, ‘а, 线性 无 关 , 而 а. ,G2:，…， 
а, ,有 线性 相关 , 则 向 量 有 可 由 aa ，…ar 线性 表 出 ， 
证 Hasa p 线性 相关 知 ,存在 不 全 为 零 的 有，… ,上 
Б, | š: 
kia te +k a, +k B= 0. 
因为 a a:a, 线性 无 关 , 故 必 ku 320. 否则 ,有 kia tka: 十 
"+k a, =0, m k k. PERF УВЫ А. 于 是 
k, 


p= — ——а Ка а a 
== — 1 一 > 一 一 2 T 999 —— re 
1 k,+i 


例 4 设 回 量 В 可 由 回 量 组 а, |, 02 + *** > G, 线性 表 出 ,但 不 能 由 
ai az, a,- RER h o E: a, H H aiaz, aR 线性 
зң. 

证 由 题 设 知 ;必然 存在 一 组 数 ki Ко» "К, 使 得 

В= о, tka: tt Ба, , 
式 中 k, М. 否则 5 一 Aial + ёза + ee БЕ, Вр В 可 由 
а, G," G, Sk YE h KARAR. 故 | 


а= (于 \а.+(— p jet +(—® Аа, HEB. 


例 5 а; == (аа jaa 4a) С=1›,2, в ао, 
Д] а.а, "~. Ga, 线性 无 关 . 
证 设 存 在 一 组 数 ki ,ks s k. s E4 kaq 十 Rs +: Аа, 
二 0, 则 得 线性 方程 组 
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Aii k, + а» Ё, + Fan R 0 А 
ам Е аљ T tanek, =O, 


21. Tak, + +a,k,=0. 
因 系 数 行列 式 D=D' = |а, | 0, Bf 1 3F K 3 # 1 R # 2 ft , BD 
ki k, sk, ZHR, M а, m, G, 线性 无 关 ， 
16 Ü nito Ü t АНМН), r < n. WE BB: a, 
СТ) (i 二 1,2,… ,7) 线 性 无 关 . 
证 RA kt 十 kz02 十 … 十 kg, 二 0, 则 得 
kot kitet  k,=0, 
tikit tks 二 tk, =Ù, 


[| 


tr k Tt 1 十 十 下 一 0. 
当 > 一 ”时 ,方程 组 系数 行列 式 为 范 德 蒙 行列 式 , 故 了 
有 一 © 0. 所 以 方程 组 只 有 零 解 , 从 而 向 量 组 a, a, 
~a, REER. 
例 7 Зо. ,а ,as 1265, WEH : a taa: ta ,аз ta 
也 线性 无 关 . 


证 设 
kı (а. Таг) +k: (а, аз) hk (a ta) =O, 
Вр (h: tka СА, T k,)@; + (k, Ез )аз = 0. 
因为 m ,0; ,6; 线性 无 关 , 故 
kı 十 Rs 一 0， kl =0, 
ү 一 0， NO 
ktk; =Ù, k; =0, 


从 而 а, 十 cz ,az 十 cs ,as ta 线性 无 关 ， 
例 8 已 , Ж] @у,@2,°*°`,@, 的 秩 为 >, 证 明 :ai y (fo 0 中 任意 > 
个 线性 无 关 的 向 量 都 构成 它 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
. 121 ° 


证 #а, Ga, oG; Æa aa, 中 任意 r 个 线性 无 关 的 
向 量 . 由 于 w ,as a, 的 秩 为 ~, 故 ~ 十 1 КА а, a, oa, ， 
а; 《i 二 1,2,…,n) 必 然 线 性 相关 , 即 a, ња, G, ，…a; RER 
出 ,因而 它 是 原 问 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

例 9 ба, ,а,, ·--,а, 的 秩 为 r Gi +G;., TOET AE Жа; 102°; 
а, 中 的 > 个 癌 量 ,使 得 aya, a, 中 每 个 向 量 都 可 被 它们 线性 
表 出 .证 明 :a ,Gi o G, Жа ,Gs，…,@ 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

证 由 题 设 可 知 Q; 5; "°° а: Ба, a: o” 等 价 , 因 而 有 
相同 的 秩 r ATA a a, ，… а; 必 线 性 无 关 , 故 它 是 原 问 量 组 的 
一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

例 10 证 明 ; 一 个 向 量 组 的 任何 一 个 线性 无 关 组 都 可 以 扩充 
成 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

证 一 РА Т :а; ,aj,，… ,a; ЕРА H aca. a, 
的 一 个 线性 无 关 组 ,而 向 量 组 三 :PB p... B. E H К 
关 组 , 则 工 可 由 下 线性 表 出 ,于 是 正中 存在 个 向 量 ( 例 如 前 ;个 ) 
用 工 代 替 后 得 到 的 向 量 组 W :oa a, a, ,pr1，…,p, 5 Ш 
价 , 从 而 下 是 下 的 一 个 极 大 无 关 组 , 即 线性 无 关 组 工 可 以 扩充 为 了 
的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， | | 

= 设 向 量 组 I :a ,a;,，… a; 是 向 量 组 aa. G, 
的 一 个 线性 无 关 组 . 知 工 中 每 个 向 量 都 能 由 工 线性 表 出 , 则 工 是 了 
的 一 个 极 大 无 关 组 .者 卫 中 向 量 а 不 能 由 工 线 性 表 出 , 则 向 量 组 
V :@; G; +° ,0; за, 也 是 卫 的 线性 无 关 组 . 

М r=s+1 R}, V 即 为 下 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

М r>>s+1 Bf, V 中 必 存 在 a, ВЕНУ 线性 表 出 ,于 是 ,ai ， 
а, o G; 50; за, 线性 无 关 . 

继续 上 述 过 程 , 最 后 总 能 得 到 一 个 包含 工 的 线性 无 关 组 ,使 
中 每 个 向 量 都 可 由 它 线性 表 出 ,所 以 它 是 焉 的 一 个 包含 工 的 极 大 
线性 无 关 组 . 从 而 知 每 个 线性 无 关 组 都 可 扩充 为 极 大 无 关 组 . 

例 11 i а, = (1,—1,2,4),G@, = (0,3,1,2), @ = 
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(3,0,7,14),а, = (1, —1,2,0),аѕ = (2,1,5,6). 
(1) uEHH a a, 线性 无 关 ; 
(2) 把 a ,@z 扩充 成 一 个 极 大 无 关 组 . 
证 (1) 因 为 Cl 天 px， ;所 以 G, , G; 线性 无 关 . 
解 (2) 因为 аз = За, — а; ;所 以 а, , G. , G: 线性 相关 . 
设 а, = а, tka ,得 方程 组 
kı =], 
— +3k,=—1, 
2k t k,=2, 
4А, +2k,=0. 
УХ а; =kaa-+ka-++ka,,, jJ 8:18 
k, + k,=2, 
— р,  +3k,— k,=1, 
2k t k,+2k, 一 5， 
4k, + 2k, = 6. 
ЖАН k i=2, k: = 1,k,=0, Ñ as 可 由 a ,0z ,04 线性 表 出 .所 以 原 
向 量 组 中 任 一 向 量 均 可 由 aa, 0 RER iH a a, a, 是 由 б, 
xz 扩充 成 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 
#12 用 消 元 法 求 下 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 与 秩 : 
(1) a =(6,4,1,—1,2), @=(01,0,2,3,—4), 
a, =(l,4,—9,—16,22), @,=(7,1,0,—1,3); 
(2) @ =(1,—1,2,4), @=(0,3,1,2), @,=(3,0,7,14), 
æa = (1,—1,2,0), @ = (2,1,5,6). 
RO ”将 向 量 按 列 写 出 矩阵 , 作 初 等 行 变换 . 


6 1 1 7 1 2 —9 0 

4 0 4 1 0 5 —25 —1 

(1) 4 一 | 1 2 —9 0|1 一 一 |0 —8 40 3 
一 3 一 16 —1 0 一 8 40 

2 一 4 22 3 0 —11 55 7 


т w = = т = = 
= = = = = ъ= & ы ы + w = m =Z = = 


0 0 0 0 


F А 的 秩 为 3, 故 极 大 无 关 组 问 量 个 数 为 3. 所 以 ,ai s, Œo > GI, (或 
о. 593,00) 为 一 个 极 大 无 关 组 . 


l O 3 1 2 1 0 3 1 2 
— 3 0 —1 1 0 3 3 0 3 
(2) А= 一 一 > 
2 1 7 2 5 0 1 1 0 1 
4 2 14 0 6 0 2 2 —4 一 2 
l 0 3 1 2 
0:1 1 0 1 


чот = = = = = = = = + m w w = = 


ЖА ЖУЗ, КАЖЕ НЕТУ З. П а.а G, R а Gs; 
а. 或 waz G; EK G, G, as 为 极 大 线性 无 关 组 . 

例 13 证 明 : 如 果 向 量 组 L :aaz,，…'a: ИНАЯ П: 
P,P Ü. В. 线性 表 出 , 则 工 的 秩 不 超过 下 的 秩 . 

证 设 工 的 秩 为 ~, 开 的 秩 为 *, 则 工 的 极 大 无 关 组 可 由 工 的 
极 大 无 关 组 线性 表 出 . 由 主要 内 容 中 定理 1 的 推论 1, 知 rss. 

例 14 kasaa, 是 一 组 n 维 向 量 ,已 知 单位 向 量 @， 
ex." e, 可 被 它们 线性 表 出 ,证 明 ;ai ,Qs ,… a, 线性 无 关 . 

证 Rasaan, Юг, ДН rSn X esete, 
可 被 gl ,wz ,on 线性 表 出 ,而 ее, ‘е, Кп, ieh J 13 
知 n<. 综合 知 r=n. 所以 ,Glass а, 线性 无 关 . 
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例 15 ба. ,а,, а, 是 一 组 nn 8, E a sa’, 
线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 任 一 维 向 量 都 可 由 它们 线性 表 出 ， 

证 ”充分 性 БЕЯ л ЕЯ На. asa, 线性 表 
出 , 则 п 00у е, ,e; ,…,e, 也 可 由 它们 线性 表 出 . 故 由 例 14 
Э] Ф102, °° * + G, 线性 无 关 . 

VR aca, ,Qs 线性 无 关 , 则 esee, 可 由 它们 
线性 表 出 ,而 任 一 n 维 向 量 均 可 由 el ,es，…,e, 线性 表 出 , 故 任 一 
n 维 向 量 均 可 由 ai а, ,@, 线性 表 出 . 

例 16 求 下 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 极 
大 无 关 组 表 出 . | 

(1) a =(1,2,1,3), а@,=‹1,1,—1,1), в@,=(1,3,3,5), 

в.=(4,5,—29,6), 65 一 (一 3， 一 2， 一 1 一 7); 
(2) m =(1,—2,3,— 1,2), m. =(3,—1,5,—3,—1), 
аз =(5,0,7,—5,—4), @,=(2,1,2,——2,—3)._ 
# ”以 向 量 为 列 作 和 矩阵 ,对 年 阵 作 初 等 行 变换 求 极 大 无 关 组 . 


l ll 4 一 3 1 11 4—3 
2 13 5—5 0 —1 1 —3 1 
(1) A= 一 一 > 
1—13 —2 —1 0—22 —6 2 
3 15 6-7 0 一 22 —6 2 
1 1 1 4 —3 
0 —1 1 —3 1 
pagr 0 0 0 
0 0 0 0 
1 0 2 1 一 
0:1 —1 3 1 


Ж А 的 秩 为 2, 选 G. + G; 为 一 个 极 大 无 关 组 ‚Ш аз —= 2@G, — @; , @G, = 
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а; + За, ss = —2G@, а). 
(2) 也 可 以 换 一 种 作法 ,以 向 量 为 行 作 矩阵 ,进行 初等 行 
变换 ， 


1—2 3 一 | 27а 
3 —1 5 一 3 —1{ва; 
А == 
5 0 7 一 5 —4|а; 
1 2 一 4 —3.)@ 
1 —2 3 —1 24а; 
0 5 一 4 О —7[|а;—3а 
0 10 一 8 О 一 141o 一 5a 
0 5° 一 4 О  —7]a 2а 
1 —2 j 一 1 27а 
0 5 一 4 0 一 /jas 
0 0 0 0 O [аз — 5a; —2 la: — За) =a; +a — 20: 


0 0 0 0 0О]а,—2а,—( а — За) = о а аг 
所 以 4 的 秩 为 2, 取 а.а, 为 一 个 极 大 无 关 组 . 由 а +a, — 2а: = 
0,0, +a а =0,18 аз = 2а, — а. за, =а, а. ОВЕН) В 
请 参看 第 三 节 .) 
将 运算 过 程 写 在 矩阵 右边 ,更 易于 观察 向 量 之 间 的 关系 . 
例 17 证 明 :方程 组 
anty Hart: + Бах, ==, 


d2: Ti + as; X? +=. F as, = b. , 


аах Hant tee E amn = b, 
对 任何 b +b; 0 都 有 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 行列 式 |ai | 350. 
证 ХЛ ila, 1 冯 0, 则 方程 组 系数 矩阵 A 的 秩 等 于 增 
ГЕ А 的 秩 均 为 nn. 故 方程 组 对 任何 bi,b:，…,b, АЖ. 
必要 性 ”因为 A= (а satan) gG, = (азаа), Jy 
程 组 有 解 对 应 于 
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Аа tkz 1+ Pb G@G,= b, b=(Db ,0,,.* ,Db,) 

ARE. BI b THa a,oa, 线性 表 出 , AA b... b, 任意 , 即 
b 任意 , 故 由 例 15 Wa aan, 线性 无 关 , 所 以 |oji| 0. 

例 18 Баа, ay 与 glaz，…ory at 有 相同 
的 秩 ,证 明 :0 502,0. EJ а ааа, 等 价 . 

证 显然 ,ay az oa, На заз, а, азса, 线性 表 
出 . а, G; ,Gi С) Ж оаа, 的 一 个 极 大 无 关 组 , 则 
H 61,92, 0 E д.0, а, ала, 有 相同 的 秩 知 ,at， 
Q: ‚а, 也 是 @1,@»›,›°*°*,@,,@,+0у,°°°,@, 的 一 个 极 大 无 关 组 . 所 以 
Qy 0 G, , G. A 0 由 ol, og оа, 线性 表 出 . 从 而 a, 
0 GQ, EJ a G> 0 ,0+1，"… ;0 等 价 . 

例 19 i B =a: ta, + a B =a ta, + а, ~, В. = 
a Бо +t ta- WEHR: B B. ,BB 与 a a... ,a, 有 相同 的 秩 . 

证 ”只 需 证 两 同 量 组 等 价 . 

由 题 设 已 知 记 ,Pp,… ,PB, TH a aota, 线性 表 出 ， 

因为 由 题 设 可 得 

В. +В... В, = (6—1) (а, Ta, +: а,ә, 


Ш  а+В=а+а++а,=-——(ф +++} 


Вр a = 一 p+ (Bh +В, +B.) (1=1,2,* r), 


故 知 ,Cl G. a, 也 可 由 В... "~, В, 线性 表 出 ,所 以 ПЕ ЫАМ. 
В. Б QO sO 等 价 , 从 而 有 相同 的 秩 ， 

例 20 假设 向 量 有 可 以 经 we ,as ,… а, 线性 表 出 ,证 明 : 表 示 
法 是 唯一 的 充分 必要 条 件 是 a a... G. 线性 无 关 . 

证 必要 性 设 p=kia 十 ko@z 十 … 十 ka,, 且 表示 法 唯一 . 
用 反 证 法 , 设 о.о, "а, 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 holz 
"eol, ,使 得 

Limila: tt tla, =Q, 
将 上 两 式 相 加 ,得 
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B= Ck +i ot (k, tlh a: +. T (k +l, a. 
H + L Р ptt L, Ж N, BY B 有 了 两 种 不 同 表示 法 ,这 与 题 设 矛 
ЈА. о ,0, а, 必 线 性 无 关 . 
充分 性 设 BRAMKE: f= ka tka: +t etka, 5B 
=h Tha, jo tla, ,两 式 相 减 得 
| (А h)a t СА 1 )@, ++. + (k — L )G@,=0. 
因为 @\1\,@2,°°*,@, 线性 无 关 , 则 必 有 kh = 1, =l, ek =1,, BI B 
由 @ 0, а, RARER EE. 
0121 б оа.,а. z, J — H RERA, p. = 
У} ауа; ,i 一 1,2,…,r. ШЕВА: D.B... B, 线性 无 关 的 充分 必要 条 


j=l 


件 是 


dr dr? e.s a pe 


证 АВ, ttk 8 =0, T 
> kB = 2k ( Jasa; ) (和 号 可 交换 性 ) 


一 У ( Ука, ja; = 0. 


i=] 


j 一 1 

由 于 a ,as ，…，G， е р H 
S'ka = 0 (G = 1,2,--.,0), 
i=] 


所 以 , 依 关于 下 的 齐 次 线性 方程 组 只 有 零 解 的 充分 必要 条 件 是 其 
系数 行列 式 


di а} a 
də Gd) d° 

. 天 0， 
а, GL; a 
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故 В, ‚В > ‚В. 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 | Qij |30. 

例 22 证 明 :aaz,…a,( 其 中 人 天 0) 线 性 相关 的 充分 必要 
条 件 是 至 少 有 一 个 a С1<1<5) НАЖ а ,82 ，… RER H. 

证 ”充分 性 是 显然 的 . 

必要 性 о yasz，…，Q， 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 kis 
о s R, ,使 得 

Аа, teet kiia- Ба, t +Hka = 0. 

设 上 ;以 后 的 数 都 为 等 , 则 有 

| Ва tk; G@;- tka m0. 
因为 il 了 关 0, 故 不 可 能 有 ki@i 二 0, 所 以 ,1 之 i 全 7r, 且 因 &; 关 0, 得 


二 
@; Жы k, 


В a; 可 被 gil,az，… a RER H. 

例 23 已 知 两 回 量 组 有 相同 的 秩 , 且 其 中 一 个 可 被 另 一 个 线 
性 表 出 ,证 明 : 这 两 个 癌 量 组 等 价 . 

证 设 有 问 量 组 L :a 0, а, 与 向 量 组 了 :В. + B: ,其 
秩 均 为 r, 且 了 工 可 由 了 线性 表 出 . 

设 工 与 开 的 极 大 无 关 组 分 别 为 a, a, a В, Bipot 
B; ,由 题 设 知 ，,ai ‚@2,°**°,@, 也 可 由 hb; ‚В, 9 "t, B; 线性 表 出 ‚ВХ 
С; s; + "°° „а: 也 可 由 B; ‚В, А ‚В; 线性 表 出 ,从 而 向 量 组 亚 : G > 
SAMA. ‚В, 'B;,，… ДД tB nj Bi В; В" ‚В, RER H. 于 是 ,由 
例 13 知 , 焉 的 秩 不 大 于 ХЕШЕ а, a, Ga. s H M KIER 
于 盖 综 上 即 知 焉 的 秩 等 于 r. 

由 此 得 出 ,下 中 任意 ”个 线性 无 关 同 量 都 是 焉 的 极 大 无 关 组 ， 
а, за, ,…,@; 是 亚 的 一 个 极 大 无 关 组 ,因而 房 p, op, 可 由 
它 线 性 表 出 , 即 PB ,Pp ,…,pB, 可 由 它 线 性 表 出 , 亦 即 В... В, 可 
由 ai ,Gs ，…,@ 线性 表 出 . Аа, АЕ ТУЕ ПАИ. 

例 24 设 向 量 组 @ ,Qs,…,@; 的 秩 为 r ,在 其 中 任 取 mm 个 问 
Жа, G, ，… @, ,证 明 : 此 向 量 组 的 秩 之 r 十 mx 一 s. 

证 因为 在 ai,as，,…,a, 中 减 去 一 个 问 量 后 ,其 秩 至 多 减少 
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1, 则 在 其 中 减 去 m 个 向 量 后 ,其 秩 至 多 减少 m, 向 量 组 a; за, ，… 
а, 可 以 视 作 @1 ,a;,… ,a 中 去 掉 s 一 m 个 问 量 后 得 到 的 ,因而 Ci ， 
а ` G, ВОК RI PE r—(s—m)=r+m=— j. 
例 25 ШЫ а.а, еза. В.а ага, В. 
Б, В, 的 秩 分 别 为 rr ота. 证 明 : | 
max(ri yrs )SÇr, т tr. 
证 $ 1972 中 有 为 零 的 , 则 绪论 显然 成 立 . 
{т rZ0, 30. В) @ ,0 0 5 bD... f 均 可 由 mia, 
"° * + @, ‚В, ‚В. "В 线性 表 出 ,所 以 r < „е <; , Max(ri yr ) <. 
又 据 题 设 可 以 得 出 :ai ，… ,a В, В, 的 极 大 无 关 组 必 可 由 
æi”, 5 Bob (Ü o B, 的 极 大 无 关 组 共同 线性 表 出 ,所 以 
«тт. 于 是 
max(riyr Nr Kr F r>. 
126 设 有 向 量 组 @ ,as Ga. В. = a, а, р. = a, а, , 
e f. = Ga, а, ,证 明 : 
(1) 当 т 为 偶数 时 [а] Ж H В. ‚В + ‚В, 线性 相关 ; 
(2) Мт ЯРИ, r ma... a, АЖ, В.В, 
В. 也 线性 无 关 ， 
证 HA kp TE T+ +k... 0, 
(k Tk, ) а, 十 ( А, )а, + T (k, - T Rk, )G, = 0. 
(1) 解 齐 次 线性 方程 组 | 
ki 十 有 一 0， 
эте = 0), D 
km-i Fkn = 0. 
因为 D=1 十 (一 1D"™ 所 以 六 为 偶数 时 了 二 0, 方程 组 有 非 零 解 ， 
从 而 В... "~. В, 线性 相关 ， 
(2) 4 m 为 奇数 时 ,DD 关 0., 由 于 
G G An 线性 无 关 拓 > 式 册 成立， 
故 方 程 组 只 有 零 解 , 即 Е =k, =з S= kn 0. ТЫ p o. В, È 
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”线性 无 关 ， 

例 27 a =(1,2,0) a=, a t2, —3a) ,as 一 (一 ]， 一 0 
一 2,a 十 25)',p 二 (1,3, 一 3)'. 试 讨论 当 a,b 为 何 值 时 ， 

(1) P RREH aa, a, Е; 

(2) p FI Bi G, | G> , G, 唯一 线性 表 出 , 瑟 出 表示 式 ; 

(3) 了 可 由 a ,az ,os 线性 表 出 ,但 表示 式 不 叭 一 , 写 出 表示 式 ， 

解 以 a’, a: p МУ|® H E BE (A. p), ЖНА = 
(а. G; ›@,). 对 (4, 及 施行 初等 行 变换 ,得 


1 1 —1 : 1 1 1 —1 1 
(A,P)=I2 а+2 一 5 一 2 | 3|—|0 a —Ь H 
0 —3a а+?ь : —3 0 0 a 一 5 ;0 
(1) 4 a=0,b 为 任意 常数 时 ,有 
l 1 —1:1 l l 1:1 
(А,В) = [0 0 -| 0 011 
0 0 一 5 ;0 0 0 OO 


知 ~(4) 天 r(4, 有 ) ,所 以 方程 组 无 解 , 有 不 能 由 aaz ,as RER H. 

(2) %4aZb H а-50 В, (А) = r(A,p)=3. 方程 组 kia 十 
kua: jk. a =B A E— R: ki =1—1/a,k:=1/a, k, =0, RI p P H 
Q1,0; | G, 唯一 地 线性 表 出 为 


p= (1—--)а,+--в.. 


1 0 0 . 1—1/а 
(4, 8) 一 ~|0 1 一 1 | 1/а | 


0 0 0: 0 
知 (А) = (А,В) = 2, Ж#Н kha tka: tka = В 5 X. £ 
解 ,其 全 部 解 为 
k =1—1l/a, k=(l/atc), k,=c. 
AP c 为 任意 常数 .有 可 线性 表 出 为 (不 唯一) 


B= (1-4 )e+ (=+e)e: +c @;. 
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例 28 确定 常数 4a, 使 向 量 组 @ 一 (1,1,a) ,а,=(1,а,1)', 
a; =(a,1,1) 可 由 向 量 组 让 二 (1,1,a)’, 避 二 (一 2,a,4)’,p, = 
(—2,а,а) RER H ,但 回 量 组 В. ‚В: + f: 不 能 由 [n] Ж zH G s G + 03 
AER. 

解 pb, В, В. 不 能 由 а, а, a, 2% YE Н, MJ y А = 
СВ, ‚В; В.) 的 秩 大 于 B= (а, ,а,,аз) 的 秩 , 即 о, a, „а, ЕАН 
Ж. 


11а 
由 |В|=|1 a 1| =0=>а=1 8 а= — 2. 
a 1 1 
当 a=1 时 ， | 
l 1 1 l 1 1 
B= (а, , @; , G, ) = f l = 0 -| , 
]J 1 1 0 0 0 
1 一 2 一 上 1 0 0 
А = (В, ,В, b) = f l 1|_— [0 1 k 
1 4 1 0 0 1 


Ж B: ‚В. ‚Вз 不 能 由 Ol» 02 » з 线性 表 出 ,而 G, =a: = G, =f. 
当 a= — 2 时 ， 


| 1 1—2 1 1—2 
в-а 1—2 1—0 一 3 кве 
—2 1 1 0 — 3 
1 一 4 —2 
aem- 1 —2 -on 
— 2 4 —2 
ЖУ, 8, =a B. = 20. ,但 对 C= СВ, ,0 ,局 ) ,由 于 
| 1 1 —2 
[C| = 1 一 2 —2|:=1850, 
— 2 1 —2 


Ж а, 不 能 由 В. ‚В, » B: 线性 表 出 . 故 符合 要 求 的 是 а==1. 
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第 三 节 Ж Ж ЕН Ж 


主要 内 容 


1. 定义 1 和 矩阵 的 行 秩 指 矩 阵 的 行 问 量 组 的 秩 , 和 矩阵 的 列 秩 
指 和 矩阵 的 列 问 量 组 的 秩 ， 
2. 引 理 ”大 齐 次 线性 方程 组 
an tı Faz, 十 … 十 CT 一 0， 


азу Lı Haz £ *''*-Таз„с„=0, 


алх Fagz T+ +a,z,=0 
的 系数 矩阵 4 的 行 秩 r 过 n, 则 方程 组 有 非 零 解 ， 
定理 1 惩 阵 的 行 秩 与 列 秩 相等 . 
矩阵 的 行 秩 与 列 秩 统称 和 矩阵 的 秩 ( 记 为 rank) 
3. 定理 2 пхп ЖЕ 


dil 4152 d| 

d2, аз Us 
А= | 

ал аһ ”dm 


的 行列 式 为 零 的 充分 必要 条 件 是 A BJ FK |N n. 
推论 ” 齐 次 线性 方程 组 
ах Tax T+ Бах, =0, 


а21 21 Faza? Heee ах, m0, 


ал50 Fap £o + + Бах, = 0 
有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 它 的 系数 矩阵 A 的 行列 式 |4|==0. 
4. 定义 2 在 一 个 *Xz 和 矩阵 4 If XA k Yf k 列 , 位 于 
选 定 行列 交点 处 的 k: 个 元 素 按 原来 的 次 序 所 组 成 的 阶 行列 却 
КУА 的 一 个 有 RFEA. kmin(s,n). 
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5. 定理 3 和 抢 阵 的 秩 为 > 的 充分 必要 条 件 是 和 抢 阵 中 有 一 个 > 
阶 子 去 不 为 零 , 同 时 所 有 的 rT 1 阶 子 式 全 为 零 . 


疑难 解析 


怎样 求 矩 阵 的 秩 ? 

答 ” 求 矩阵 的 秩 的 方法 如 下 、 

(1) 对 和 矩阵 作 行 的 初等 变换 ,把 和 抢 阵 化 为 阶梯 形 , 由 非 零 行 个 
数 确定 矩阵 的 秩 ( 也 可 以 作 列 的 初等 变换 来 求 ). 

(2) 逐 级 计算 矩阵 的 各 阶 子 式 , 若 有 某 个 7 阶 子 式 不 为 零 ,而 
所 有 r 十 1 阶 子 式 全 为 零 , 则 和 矩阵 的 秩 为 r. (事实 上 ,可 以 通过 观 
察 确 定 > 阶 子 式 不 为 零 . ) 

(3) 综合 (1) (2) 的 方法 , 先 将 矩阵 经 初等 变换 化 为 较 简 单 矩 
阵 ,再 计算 各 阶 子 式 来 确定 秩 . 

(4) 求人 矩阵 行 向 量 组 或 列 向 量 组 的 极 大 无 关 组 , 极 大 无 关 组 
所 含 向 量 个 数 即 为 矩阵 的 秩 . 

也 有 人 采用 求 等 价 矩 阵 的 方法 来 求 秩 . 但 要 注意 :等 价 窍 阵 必 
等 秩 ,但 等 秩 的 矩阵 不 一 定 等 价 . 


方法 技巧 与 典型 例题 分 析 
熟悉 计算 矩阵 的 秩 的 方法 和 技巧 ,能 够 讨论 与 矩阵 秩 的 有 关 
命题 ， 
例 1 KEARE 
ауб, а,Ь; ... ab, | 
— ab azb ... a, b, 
ab, аф, v“ а,ф, 


解 ” 因 为 矩阵 的 任意 两 行 ( 列 ) 都 线性 相关 ,所 以 秩 (4) 和 1. 
5 (А) =0<эаф. 一 0 (1,)=1,2,+®›п). 
若 (a a, san) £0, W Cb 22) 一 0， 
# (bi sbr з" .6,)560, ДЈ Са sag stt san) =O. 
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故 H (a s (o 9""" ,.a,)20, (b, ‚б, x ° °° ‚„Ь.) 30 Hi, (A) =l. 

Ui (a; razst a,)=0,0(b 0) 一 0 时 , 秩 (4) 一 0. 

例 2 WB:n A m E p E a = Cans aans» s dm ) G = 
(aiz ,а» t G.) t sAn = (ay, заз, а) 线性 无 关 的 充分 必要 条 
(FEER 


Яр ai? Ain 
A= @2\ “2 An 
а mi а „2 Um 
HAFT n. 
证 HAA Sn 知 , 必 有 nam, HAFS 阶 子 式 不 等 于 0. 设 
ау а ° Qin 
p=|% e `” @ o. 


а do o Um 
则 由 克拉 默 法 则 知 ,以 D 2 3 3747 УЭ] BJ Pr tX 2k PE Jy 8 АН 
解 , 从 而 系数 矩阵 为 4 的 齐 次 线性 方程 组 也 只 有 零 解 .从 而 4 的 
ЕЩ а, ,wz ，…a 线性 无 关 . 
SERE: G 02 0 线性 无 关 , 则 ИДА 为 系数 矩阵 的 齐 次 线 
性 方程 组 只 有 零 解 ,从 而 秩 (4) 一 7 
例 3 计算 下 列 矩 阵 的 秩 : 


1 1 一 ] 2 1 —1 2 1 
0 2 一 2 一 2 0 2 一 2 4 一 2 0 
(D) ; (2) ; 
0 — ~] 1 1 3 0 6 —1 1 
1 1 0 1 一 | 0 3 0 0 
1 0 0 1 4 1 0 1 0 0 
0 1 0 2 5 1 1 0 O O 
(3) 10 0 1 3 6]; (4) 0 1 1 0 O|; 
1 2 3 14 32 00110 
45 6 32 77 01011 


14 2 6 8 2 

6 104 21 9 17 

1 6 3 4 1⁄1 
35 30 15 20 5 


f ”一般 都 用 初等 变换 法 求 秩 . 
0 1 1 —1 2 


0 —2 —2 —2 
]) А = 
ч) 0 —1 —]1 1 
1 1 0 1 一 上 


rir 0 — | — 1 1 


1 
0 
0 0 
1 ] 0 1—1 他 
К?З 0 171 -1 0 
о о—2 0 1j 
оо 0 0 3 


] 

„х1/2 |0 1 —1 一 1 0 
1 

2 


1 —1 2 1 Q | 
2 — 4 一 2 0 0: 3 0 — 1 
(2) A= | | 
5 6 —1 1 о о 0: 1 O 
о зо 01 и 
о оо 00 


所 以 , 秩 ( 和 A) 二 3. 
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100 1 44 [e | 
010 2 5 0:1 0 2 ° 
(3) А =|0 0 1 3 6!——> | 0 0 l 3 6 
1 2 3 14 32 0 0 0 0 0 
4 5 6 32 7 
0 0 0 0 0 
所 以 , 秩 (4) 王 3， 
1 0 1 0 0 
J 0 1 0 0. p` 
0 1 一 上 0 0 
1 1 0 0 0 | ':....... 
(4) А= 10 1 1 0 0—+ 9 0 l 0 O 
0 0 1 1 0 0 01 0 
0 1 0 1 1! Шр 
. 0 0 0 0 1 
所 以 , 秩 (4) 王 5. 
14 12 6 8 2 0 0 0 0 
6 104 12 9 17 6 104 12 9 17 
(5) A= — 
7 6 3 4 1 7 6 3 4 1 
35 30 15 20 5 0 о 0 0 0 
Br bI ВСА) = 2. 
#4 ЖЕНЕВЕ 
1 1 1 1 1 
dı 42 аз d4 as 
A= ай a$ аз ах а? 
а? аў аў а а$ 


(a t1) Cati)? Cat? Cat’ Casti) 
解 ” 因 A 的 5 阶 子 式 |A| 中 第 5 行 是 前 4 行 的 线性 组 合 , 即 
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rs =r 37 F3r; +r, ВИТА | =0, (44. 又 
1 1 1 1 
a a a a, 
а a а) а 
a a a a 
是 一 范 德 蒙 行 列 式 , 不 等 于 零 , 故 秩 (4) 一 4. 

例 5 ЖА... PIER s 列 作 一 m xs ЕВ НИСА) = ғ, 
证 明 r-i s— n< СВ) <. 

证 考察 B 的 列 向 量 组 的 极 大 无 关 组 的 秩 . 

В А = Са, 0; a,), B= (a, ‚а, ,@: ) ,因为 B 的 列 向 量 
组 是 A 的 列 癌 量 组 的 一 部 分 ,所 以 B 的 列 向 量 组 可 由 A 和 的 列 向 量 
组 线性 表 出 ,从 而 秩 (8) 委 秩 (4) 王 -~ 

又 秩 (4) 王 ”所 以 4 中 有 一 个 含 r 个 向 量 的 极 大 线性 无 关 
组 , 除 此 之 外 ,4 中 还 食 n 一 r 个 癌 量 , 故 B 中 至 少 含有 该 极 大 无 关 
组 中 的 s 一 (nn 一?) 个 同 量 ,而 它们 又 是 线性 无 关 的 . 从 而 知 B 中 至 
少 有 ss 一 《n 一 7) 个 向 量 线性 无 关 . 


第 四 节 ”线性 方程 组 解 的 判别 定理 
与 解 的 结构 


主要 内 容 
1. 线性 方程 组 有 和解 的 判别 定理 ”线性 方程 组 


anti tait: t" Fanta =b, ‚ 
a Tı Faz x + ах, ==, 
а X x Ф 
ал 21 +a, x° Feee +а,„х, = )b,. 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 它 的 系数 矩阵 A БИГ ЭЖ А 有 相同 的 
Ж. 
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2. 齐 次 线性 方程 组 解 具 有 以 下 性 质 : 

(1) 两 个 解 的 和 还 是 方程 组 的 解 ; 

(2) 一 个 解 的 倍数 还 是 方程 组 的 解 . 

3. 定义 1 齐 次 线性 方程 组 的 一 组 解 mmo on 称 为 方程 
组 的 一 个 基础 解 系 ,如 果 

(1) 齐 次 方程 组 的 任 一 解 都 能 表 成 зр. ор", n. 的 线性 组 
Z , 

(2) mono n. RETR. 

4. 定理 1 在 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 情况 下 ,方程 组 有 
基础 解 系 , 且 基础 解 系 所 含 解 的 个 数 等 于 n 一 r( 这 里 7 表示 系数 
Ж ЕЕН) Ж). 

非 齐 次 线性 方程 组 的 两 个 解 的 差 是 它 的 导出 组 (对 应 齐 次 线 
性 方程 组 ) 的 解 , 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 解 与 其 导出 组 的 一 个 解 
之 和 是 这 个 线性 方程 组 的 一 个 解 . 

5. 定理 2 WẸ y 是 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 , 则 方程 
组 的 任 一 解 7 都 可 表 成 Y= 二 Yo 十. 式 中 纤 是 其 导出 组 的 解 . 

对 于 非 齐 次 线性 方程 组 的 任 一 特 解 Y n BOR C h9 F hH 
的 解 时 ,7 一 7 十 人 就 给 出 非 齐 次 线性 方程 组 的 全 部 解 . 

Ey 是非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 ,人 no n- E H 
导出 组 的 一 个 基础 解 系 , 则 非 齐 次 线性 方程 组 的 任 一 解 了 可 以 表 
成 

Y=Yo tki Tk p + k. д, (kika s k... € P). 

推论 ” 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 时 ,有 了 唯一 解 的 充分 必要 条 件 
是 它 的 导出 组 只 有 零 解 . 


疑难 解析 


“1. 怎样 求 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 ? 
答 ” 求 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 的 过 程 是 : 
(1) 写 出 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 A. 
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(2) 对 4 进行 初等 行 变换 ,化 为 阶梯 形 矩 阵 ( 左 上 方 为 > 阶 单 
I EE). 
(3) 写 出 对 应 同 解 方程 组 


Xy C Cirt Eri ClnTn? 
Хә Corti Erti nn 
X, 一 C, +1 Ertl — °. Сиа 


用 “H 组 数 ,通常 取 (1,0，… , 0) ‚(0,1,5 ;0)…(0,0,… DARE 
H BREC ,X42，… z.) ,得 到 n 一 r 个 解 


Ciri+l Cirt+l с, 
игл o Criz Cm 
m 1 > M7 0 stt Ma- 0 , 
0 1 0 
0 0 1 


BH) m ,9 ,9,-;: 即 为 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 . 

2. 怎样 求 非 齐 次 线性 方程 组 的 全 部 解 ? 

答 ” 求 非 齐 次 线性 方程 组 的 全 部 解 的 过 程 是 ; 

( 写 出 非 齐 次 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 A . 

(2) 对 A 施行 初等 行 变换 ,化 为 阶梯 形 和 矩阵 . 

若 秩 (4) 关 秩 (A). 则 非 齐 次 线性 方程 组 无 解 ; 若 秩 (4) = 
ED = 二 n( 未 知 量 个 数 ) , 则 方程 组 有 唯一 解 ; 若 秩 (4) = 0А) < 
n, 则 方程 组 有 无 穷 多 解 . 

G) 车 方程 组 有 唯一 解 , 可 用 克拉 默 法 则 求 出 解 . 

若 方 程 组 有 无 穷 多 解 , 先 令 自 由 未 知 量 均 为 零 , 得 出 非 齐 次 方 
程 组 一 个 特 解 7 ;再 令 自由 未 知 量 取 n— r 组 数 , 得 出 导出 组 的 一 
个 基础 解 系 四 тр, ,19,-;， 得 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 

у=» Hki БАр ар. 
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3. 求 含 参数 的 线性 方程 组 的 解 常用 什么 方法 ? 

® 要 区 别 有 具体 情形 处 理 . 

(1) 大 方程 个 数 等 于 未 知 量 个 数 . 

法 一 (行列 式 法 ) ЖНА 中 有 参数 情形 . 先 计 算 D= |А, Е 
是 关于 参数 的 函数 式 . 当 参 数 取 值 使 0520 时 ,由 克拉 默 法 则 , 方 
程 组 有 唯一 解 . 再 将 使 D=0 的 值 逐 个 代入 A (А) = (А), 
则 方程 组 无 解 ; 若 秩 (4) 王 秩 (4), 则 方程 组 有 无 穷 多 解 ， 

法 二 (初等 行 变 换 法 ) 用 初等 行 变 换 化 4 为 阶梯 形 和 抢 阵 , 讨 
论 参 数 取 何 值 时 秩 (4) 关 秩 (4), 此 时 方程 组 无 解 ; 取 何 值 时 ， 
(А) = 二 秩 (4) 过 n, 此 时 方程 组 有 无 穷 多 解 ; 取 何 值 时 , 秩 (4) = 
ECA) 一 n, 此 时 方程 组 有 唯一 解 . 

(2) 车 方程 个 数 不 等 于 未 知 量 个 数 ,只 能 用 初等 行 变换 法 
讨论 . 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


对 方程 组 求解 前 , 先 要 对 方程 组 解 的 结构 与 解 的 性 质 有 清晰 
的 了 解 , 明 确 求 解 的 步骤 . 然后 对 求解 中 的 问题 进行 详细 的 讨论 ， 
并 给 出 确定 的 结果 . 

例 1 讨论 4%,a,b 取 什么 值 时 下 列 方程 组 有 解 , 并 求 出 解 . 

AXi 十 Zz; 十 n=l, az x -+=r=4, 
oi 2р Ах t t= À, Di xı t bx, txr, =3, 
xı tH х БАхз = А? ; xı +260 十 Za 一 4 
(A+3)x, 十 x, + 2ху =À, 
(3) | Ах t AIr: + хз==24, 
3(A 十 1)z + Ах; 十 (A 十 3)z5 =3. 

解 〈1) 在 本 章 第 一 节 例 3 中 ,已 经 讨论 过 此 题 ， 

a 1 1 
1 5 1 
1 2b i 


(2) 因为 D= =—b(a—1), 
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故 当 az21,b220 时 有 唯一 解 . 由 克拉 默 法 则 求 得 


n= 2b— 1 | r, =. х,=1 1748—48 
b(a—1) b bla—1) 
当 b=0 时 ,因为 
a 1 114 a 1 1:4 
А= |1 0 1 = 0 1 | 
1 0 1:4 0 0 01 
知 秩 (4) 尖 秩 (4), 所 以 方程 组 无 解 . 
当 a=1 时 ,因为 
1 1 1:4 1 1 1: 4 
A=|1 b ajh b—1 =l; 
1 2b 1:4 0 2b—1 0i 0 
A 5 三 1/2, 则 
1 1 1: 4 1 0 1:2 
А——|0 —1⁄2 0i —1|—lo 1 10 
0 0 о! O 0 0 0i0 


知 秩 (4) 王 秩 (4) 王 2<3 ,方程 组 有 无 穷 多 解 . 可 取 zs 一 &( 任 意 常 
数 ), 则 方程 组 解 为 
| ху=2-—Ё, х,=2, хжу==Ё. 


若 5 关 1/2, 则 


1 1 1: 4 1 1 l; 4 
:一 0 一 1 -| l 0: | 
0 1 0: 0 0 0 0: 一 1 


КСА) (А), УВ. 
和 A 十 3 1 2 
(3) р=| A 4—1 1 |=/*%0—1), 
ЗА+3 Aà А+3 
知 当 ) 兴 0,1 时 ,方程 组 有 唯一 解 . 因为 Dl 二 A 十 3X 一 154 十 9,D， 
一 1 十 12A 一 9,D: 一 一 4 十 3 人 十 124 一 9, 所 以 
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„ А АЗА 159 二 124 一 9  ——A ЗА? 十 120 一 9 
! XA) 0 204-1) ' 7 А? CA—1) | 
当 4 二 0 或 1 时 ,因为 秩 (4) 关 秩 (4), 所 以 方程 组 无 解 . 
例 2 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 , 并 用 它 表 出 
全 部 解 . 


3zl 十 2z 十 xz; + ж, — 3z; ==0, 
х, +22, 2х, T 6xz;=0, 
5х 4х, 3х: 3х; — Xs == 0; 


х + x, — 3<x; т х5 =Q, 
| 32 х, +2zx,— Ta =Ü, 


Z 十 х, 十 £; + х, 十 Xs = 0, 
"| 


(2) 
4z, —2z, 6х: 十 374 一 475 一 0， 


271 十 4z2 一 2z3 十 4z4 725 二 0， 
xı — 2x, + r, 十 V oF 7 х5 ==0, 
2x, + Z, Хз Ха х5 =Q, 

(3) 
х 7х, 5x; — 5x, +52; =0, 
31 一 zr, —2z, 十 x, + rs = 0; 
z, —2x; T+ z, — х, 十 х5 =Q, 


2 х] + TX, Ta 十 274 — 3х5 =0, 


(4) 
3x, 2t: — z, + XL ~ 2X; = 0, 
2x, — 5x, Fz —2z, 2205 0. 
1 1 1 1 1 1 0 —1 一 一 " 
3 1 1 一 3 0 1 2 2 6 
0 2 2 6 0 0 0 0 0 
5 4 3 3 一 | о 0 0 0 0 
ху = хз 十 х, 525, 
同 解 方程 组 为 
2 一 一 027 一 27z4 一 6z5， 
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Xy Z kı 十 Р, 十 5k,， 
Zr 一 一 CRi — 2k, —6k;, 


通 解 为 Z3 一 kis СЬ, skosk 为 任意 常数 ). 
x == kz» 
25 一 k; 
基础 解 系 为 
т=(1,—2,1,0,0)', т = (1,—2,0,1,0)', = (5,—6,0,0,1). 
1 1 0-3 –1 10 10 —7/6 
1—1 2—1 0 0 1 一 10 一 5/6 
(2) А= 一 一 > . 
4 —2 6 3 一 4 00 01 —1/3 
2 4—2 4 一 7 00 00 0 
xı =— х3 + 7/6 • х5, 
同 解 方程 组 为 Z= хз +5/6 ° 25, 
x, = 1/3 • xs. 


23 1 0 
"| Е М N ,得 基础 解 系 为 


T5 
-一 人 《人 — / -一 КА СЛ 1 ` 
m= 1,1,1,0,0), nz (06205371) . 
1 一 人 1 1 —1 1000 — 2 
一 1 一 1 —1 0100 — 4 
(3) A= — . 
7 一 5 一 5 5 0010 一 8/3 
3 一 1 —2 1 1 0 0 0 1 —13/3 
1 一 LAX5， 
хо 一 475， 
同 解 方程 组 为 z = рл) 
__13 
4 3 Ts 
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基础 解 系 为 n=(6,12,8,13,3y. 


1—2 1—1 1 100 1/2 一 7/8 
2 1—1 2—3 010 1/2 一 5/8 
(4) А= 一 一 > 
3—2 —1 1—2 0 0 1 —1/2 5/8 
—5 1—2 2 000 0 0 
7 
= Tra сла, 
_ 1 8 
同 解 方程 组 为 T — 9 4 +s , 
= 1.25. 
23 g 24 g 5 
基础 解 系 为 


m 一 (一 1, 一 1,1,2,0) ， 1щ=(7,5,—5›,0,8)'. 
例 3 用 导出 组 的 基础 解 系 表 出 第 一 节 例 1 中 题 (1), (4) 线 
性 方程 组 的 全 部 解 . 
Ж ”由 导出 组 的 解 , 写 出 基础 解 系 . 非 齐 次 方程 组 的 全 部 解 . 
(1) 基础 解 系 为 gn 二 (1,1,0,1, 一 2) ,全 部 解 为 


Tı 0 1 
T? —] 1 
хз | 一 0| 十 Ri 0 
x, —1 1 
25 0 — 2 


(2) ЖЕНЕ 20 n = (3,19,17,0)', т = (13,20,0,—17)', 
全 部 解 为 


21 З 13 

z |19 20 
i =}, +, 

T3 17 0 

x. 0 — 17 


14 a,5 取 什么 值 时 ,线性 方程 组 
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r+ m+ nt ant х=], 
I3xit 2r: 十 z; + x,—3z; =a, 
r, +2z +2x, 6r; =3, 
571 十 4z Злез 十 37 一 z; =b, 
有 解 ? 在 有 解 的 情况 下 , 求 一 般 解 . 
解 ” 先 对 4 作 初 等 行 变换 ,讨论 阶梯 形 和 矩阵 ,作出 是 否 有 解 
的 判断 ;再 代入 参数 值 求解 . 


l 1 1 1 1:1 1 0 —1 —1 —5: 一 2 
213211 —3 a| 001 2 2 6: 3 
012 2 613 оо о о Oia 
5 4 3 3 —1: 5 оо о 0 016—2. 
当 a 关 0 R 052 В}, (А) З (А), УН; ә a=0 Н b 
2 R ECDSA ,方程 组 有 无 穷 多 解 . 
同 解 方程 组 为 n= r+ х, 52; , 
аз = 3-20: 一 LT 一 0z5， 
一 般 解 为 
21 — 2 1 1 D] 
T? 3 — 2 — 2 — 6 
z; =] 01 十 上 l+k,] 0 十 有 | 0|, 
Ti 0 0 1 0 
Xs 0 0 0 li 


其 中 kı sk? ‚Ёз 为 任意 常数 . 
例 5 设 zi — xz; =a, , T: = d>, Ey C аз, ЖХ T Жу 7-а, › 
х5 zi = as. 证 明 : 这 个 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 是 Dya = 0, 


在 有 解 的 情况 下 , 求 出 它 的 一 般 解 . 
1 一 1 0 0 Оа, 
0 1-1 0 Oix 


证 А= 0 0 1 一 аз 
0 0 0 l 一 下 :ai 
— 1 0 0 0 1 qd: 
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知 , 秩 (4) = 0А) еә 2vai 一 0. 故 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 是 


>; a,=0. 由 同 解 方程 组 


х} а; а, аз а, Ё 

x 0 а» аз а, Ё 

得 一 般 解 х3 = [01+ [0 1+ [а [41а 1+ А 
д 0 0 0 а, Ё 

А 0 0 0 0 Ё 


16 证 明 : 与 基础 解 系 等 价 的 线性 无 关 回 量 组 也 是 基础 解 
Ж. 
证 ”因为 与 基础 解 系 等 价 的 线性 无 关 组 的 癌 量 可 以 由 基础 解 
系 线性 表 出 ,所 以 也 是 解 向 量 , 因为 等 价 ,方程 组 的 每 个 解 向 量 均 
可 由 其 线性 表 出 . 又 其 自身 是 线性 无 关 的 , 故 也 是 一 个 基础 解 系 . 
例 7 设 齐 次 线性 方程 组 
ах Harti tHe Hant =0, 


42} 21 + a; Z; +`" F aopa == 0 9 


алх Ба» х, ++ а, х, 一 0 
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的 系数 矩阵 的 秩 为 ”~ 证明 :方程 组 的 任意 n— r 个 线性 无 关 的 解 
都 是 它 的 一 个 基础 解 系 . 

证 显然 , 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 含 ?一 ~ 个 线性 无 天 的 
|а] Ж. 15 1: ‚тр, 人 是 其 一 基础 解 系 8685 Ü 是 方程 组 
的 任意 2 一 ”个 线性 无 关 的 解 癌 量 , 而 司 ,ez， Es 2 i’ 
D,_; 的 秩 仍 为 n 一 x. 则 由 本 章 第 二 节 例 8 HL... Z. 5, 
9 ;等 价 , 利 用 例 6 结论 知 ,&1 ,8&,，…',E,-, 是 方程 组 的 基础 
Ж Ж. 

Hs 证 明 : 若 入 ,人 1 是 一 线性 方程 组 的 解 , 则 u, + 


urm H Бил, u, = 1 ) 也 是 一 个 解 . 
i=] 


证 设 非 齐 次 线性 方程 组 的 特 解 为 roboton oi IRS 
出 组 的 一 个 基础 解 系 , 则 非 齐 次 方程 组 的 一 般 解 为 
Ү= ү, + (ke Tk Ek ,EE,-,). 
而 Th +T °° . 71; 是 齐 次 线性 方程 组 的 解 ‚Ді 
n: = Yo ОЁ, ё Tki Ё, ón) G=S1,2, t), 
利用 u tu, + Tu,=1,48 
am Tum tetun: 


— (и, + u; | ++» + u,) Yo + >` Cuki, )ё, 十 .., 十 > (uk, DE 
i=1 i=] 


= Yo + СА. ё, + Кё, 十 … 十 6.) , 
所 以 ui M +u е ид, 也 是 原 方程 组 的 解 . 
例 9 设 有 齐 次 线性 方程 组 
ауу, 十 ai 十 … 十 Gi ~=, 
а xı + ан Xa T t 十 азых„=0, Ф 
an-11 Lı Ба,-1222 HF anina 0. 
M, 是 系数 矩阵 4 中 划 去 第 i 行 剩 下 的 (nn 一 1) X (n 一 1) 和 矩阵 的 行 
列 式 . 
(1) 证 明 :(M , — M, (一 1 一 AM) 是 方程 组 的 一 个 解 . 
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(2) 如 果 A 的 秩 为 n 一 1, 则 方程 组 的 解 全 是 (Ml ,— М, ‚„°**, 
(— 1)": М,) ВА. 
证 (1) Ел) 


ау 412 а] 
А1 dı? din 
D=| а», 492 do, А 


Чһ-1ї1 @„-12 `**_ 1-1 
则 D=0, m M, 一 Mi,…,( 一 1)"”™!'M, 是 DD Ж 1170Ж BJ 1535 
RTA. 若 将 D 按 第 1 行 展 开 , 有 
an М, Жа» С М»;)-+ ау, (C 1)" NM 一 0. 
若 按 其 余 行 展开 ,有 
a Mas(— М,) + +a, (—1D" NM 一 0 (i=2,3,.." ,nT 1). 
由 此 两 式 即 知 , (Mj, 一 Mi,…,( 一 1)”!1M) 是 方程 组 也 的 一 个 
解 . 
(2) НУЖА) =п--1< лп, ТИ 
n=(M; 一 Mo ,(—1)" ' M,) 
是 方程 组 的 非 零 解 , 恰 含 一 > 一 1 个 向 量 , 故 y= kn 2 J ЖОШ 
解 . 
例 10 Ба, = (andos san)s 1==1,2,"t S, 
B= Cbi b... b.) 
证 明 :者 线 性 方程 组 
ах Кар хә Fe Fan. m0, 
а Lı Каза хә ах, 0, 
Ф 
алх Бах, Te Бах, mO 
的 解 全 是 方程 bixi Horz t e tOna mO 的 解 ‚ШИВ АЈДЕ 2: GO ° 
а, 线性 表 出 ， 
证 ”增加 一 个 方程 作 方 程 组 
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ay tı tai L 十 十 Qi 一 0， 


42121 +a, Ty + +а,,х, =, 


azZli 十 azZz 十 … 十 dsZu 一 0， 
bz, tbx: t + b,z,=0. 
由 题 设 知 ,方程 组 四 和 @@ 同 解 ,其 基础 解 系 含有 相同 个 数 的 角 
问 量 , 即 回 量 组 CC ，…，0， 与 @\,@: "а, f 的 秩 相等 . 由 第 二 
节 例 18 知 ,两 组 向 量 等 价 ,8 可 由 a ,Gs，… aG, 线性 表 出 . 
例 11 ny 是 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 解 ,h noon Æ 
其 导出 组 的 一 个 基础 解 系 . 令 
ТҮ ль, V7 Th; °” Ye =, T+ rm 5 
证 明 :线性 方程 组 的 任 一 解 y, 都 可 表 成 
у= и Y, иу и,+1Ў,+1, 
ЖН m Би Б ua = 1. 
证 ”由 题 设 , 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 般 解 可 表 为 
Үт Tum u Tua (из, и... NADO. 
и = 1—u e иш, Д 
ү == (и ћи t Hui N Tum T а th 
= ир и Стр tp) t e tuni TN) 
= Yi Fur Y Кее Бш Yita. 


аа dig e din 


例 12 a=] ”| 为 一 实数 域 上 的 矩阵 . 


Gni „2 e., dan 
证 明 :(1) #lal> У) la| (=1,2,+е,л), | A 150; 
Ji 
(2) Ж: а; > > | ав | (1 = 1,2,2), Wj | А |> 0. 


证 (1) 用 反 证 法 ,以 4 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 当 14| 
нони. 车 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 = lL Tn) ， 
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015, | = тах |х; |>0, JERKE io 个 方程 为 
аы Ха zz | e Ta „х„==0, 
整理 得 БЕТ Pi > dit; 
izi 
于 是 |а, а, 1= | Daye < У) 1а, llzl, 
所 = 


从 而 la |< D l a 1H S ÈX lay | , 
和 Ру 


与 条 件 |a; |> 2 |a; | FA. КУВАННЯ, ША |50. 
(2) КБЖ. 


a, t ... „ 
A(t)= | , . , 0<:<1. 


ааг йы 5 Um 

ДАС E RB (1) 89 Ж. АС) 120. 

НАС) | 的 展开 式 是 t HERRA. HA 

LACO) | Sanai an0, |А(1)|=|А|. 

НЕЕ |А | >20. 14| <0. н ҒА (0) 120, [А | = 
ACG) 1<О, НОЕ Р КАЈА лд ЕЛЕ. {Г г Є (0,1), |А) | 
== 0), 55 (А(0) |50 FA. А | = |A(1)|20. 

813 求 出 通过 点 М, (1,0,0), М, (1,1,0), М, (1,1,1), 
М, (0,1,1) 的 球面 方程 . 

E ”球面 方程 的 一 般 形 式 为 

(ха)? (уБ)? + (хс)? = К. 

将 Mi ,NM ,AM ,AM 四 个 点 的 坐标 代 人 ,得 到 四 个 关于 arbre E 的 方 
程 . 由 克拉 默 法 则 可 以 解 得 a=b=c=1/2,R°=3/4. 故 球 面 方程 为 


(+ 
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例 14 求 出 通过 点 Mi(0,0),M,(1,0),M;(2,1),M,(1,1), 
M, (1,4) 的 二 次 曲线 的 方程 , 
E ZMA 13. 因为 二 次 曲线 的 一 般 方 程 为 >: + Ary+ By 
十 Cz 十 Dy 十 EE 二 0, 将 五 个 点 的 坐标 代入 方程 可 以 得 到 关于 А,В, 
C,D, 上 的 五 个 方程 . 解 线 性 方程 组 得 :A 二 一 2,B 二 0,C= 二 一 1,D 
二 2,E 二 0, 故 所 求 二 次 曲线 方程 为 
2° 20у х +2у= 0). 
115 在 图 3.1 所 示 电 路 中 ,C.D 为 
结 点 ,i 表示 结 点 间 的 电流 , 求 i sizsiz. 
解 ” 根 据 流 人 结 点 的 电流 之 和 等 
于 流出 的 电流 之 和 ;每 一 闭合 回路 电压 
的 代数 和 等 于 电压 降 的 代数 和 ;可 得 线 
性 方程 组 : 
д— + 0, 
—i + %— 050, 
4i +242, —8, 
21,451, ==9, 
1 一 上 1:0 
—1 1 —1}0 
4 2 0:8 
0 2 5:9 
Ж (А) = (А4) =3 = п, Н БИЕ — A 
i=l, ф=?, =l. 
例 16 已 知 非 齐 次 线性 方程 组 
rh х, Tk’ z, = К°, 


Lyi kx; |В с == — b° (8970 AERO 
的 两 个 解 向 量 w 一 ( 一 1,1,1) Жа, = (1,1, L , 求 其 通 解 . 
1 k _ 
#8 因为 4 的 2 级 子 式 | овса) ва =: 


<3, 所 以 方程 组 有 无 穷 多 解 , 其 导出 组 基础 解 系 含 п-г=1 个 解 
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A= 


D e O о 


0 
1 
0 
0 


m] Ж. 
1 一 0 一 0 一 (一 2,0,2) 是 导出 组 的 解 ,ng 尖 0, 即 9 线性 无 关 ， 
故 原 方程 组 通 解 为 
x 一 Ci 十 女王 (一 1,1,1) 十 k( 一 2,0,2) ,上 为 任意 常数 . 
例 17 设 线性 方程 组 为 
xı 十 Ах; 十 ur, т,=0, 
ыз х + хз 2х, =Q, 
321 HFA ar: +H Utar T 41, = 1. 
已 知 (1, 一 1,1, 一 1)》 是 该 方程 组 的 一 个 解 , 求 : 
(1) 方程 组 的 全 部 解 ,并 用 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 
系 表 示 全 部 解 ; 
(2) 该 方程 组 满足 zz 一 zs 的 全 部 解 . 
Ж ”将 解 (1, 一 1,1, 一 1) 代入 方程 组 ,得 =j. 再 对 方程 组 
的 增 广 矩阵 施行 初等 行 变 换 ,得 


l À А 1:0 10 —2A 1—4: —А 
一 3 1 : ] 


A=|2 1 1 2:0 . 
0 0 2(24—1) 24—1124—1 


3 2+À 4 十 XA 4:1 
(1) 4 4521/2 Е 
1 0 0 1 0 
— 1 0 —1/2}—1/2|, 
0 0 1 1⁄2 i 1⁄2 
知 秩 (4) 王 秩 (4) 王 3<4, 故 方程 组 有 无 穷 多 解 , 全 部 解 为 
一 (0, 一 1/2,1/2,0) 十 EC 一 2,1, 一 1,2) ,为 任意 常数 . 
当 ) 王 1/2 时 | 


1 0 —1 1⁄2: —1⁄2 
:一 1 3 1: 1 


оо оо: 0 

知 秩 (4) 王 秩 (4) 王 2<<4, 故 方程 组 有 无 穷 多 解 ,全 部 解 为 
£=(—1⁄/2,1,0,0 tk (1,—3,1,0 +k (—1,—2,0,2) . 
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其 中 kysk: 为 任意 常数 . 
(2) 24 431/2 时 ,车 х, =x, H —1/2+k=1/2—k # 48 k = 
1/2 , 故 方程 组 的 解 为 


(0, 一 1/2,1/2,0)/ 十 地 (一 2 一 1,2) 一 (一 1,0,0,1) 


当 ) 一 1/2 时 , 若 z, =z,, Н 1— 3k, — 2k: =b 18 А, =1/4— 
ks/2, 故 方程 组 的 解 为 
E=(—1/4,1/4,1/4,0) 十 如 (一 3/2 ,一 1/2， 一 1/2,2) ， 
Rh k 为 任意 常数 ， 
(A=1/2 时 ,也 可 解 得 ks 二 1/2 一 2k&，, 则 全 部 解 为 
| £=(—1,0,0,1 +k (3.1,1,—4)) 
例 18 设 有 齐 次 线性 方程 组 
(1+a)x, + х + + х, == 0, 
2z (2 Ба) х, + + 27, =Q, 


(а222), 
nx 十 пх 十 十 (2 十 QJZ 一 0 
a 取 何 值 时 ,方程 组 有 非 零 解 ? 求 出 其 通 解 . 
解 ” 对 方程 组 系数 矩阵 А 作 初 等 行 变换 ， 

l+a 1 ... 1 1+а 1 = I 

2 2+а с 2 —2а а … 0 
А=| 7, р =B 

n n + nta —na 0 = a 


(1) 4 a=0 时 , 秩 (4)=1<m 方 程 组 有 非 零 解 . 
由 方程 z, 十 z 十 … 十 z 一 0 求 得 基础 解 系 为 
m =(— 1,1,0,0), == С—1,0,1,5,0) +, 
n, 1=(—1,0,0,. D. 
所 以 ,方程 组 通 解 为 | 
¿=k m +h, Кб, Tk, рл ‚ Жуз k. МЕЖ M SX. 
(2) 当 a 关 0 时 ,对 8B 作 初 等 行 变 换 ， 
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sB—| | 
—n 0 0 1 

a tb 0 0 0 

| 一 ? 1 O 0 

а оо 


а= OED h СА) 二 n 一 1<n, 方 程 组 有 非 零 解 ,由 同 


解 方程 组 
— 221 + х, =0, 
— Зл + ж; =Ü, 


— пх х, =0, 
得 基础 解 系 为 9 二 (1,2,…,n) . 故 方程 组 通 解 为 
E=kn, Ë NELER M AX. 
例 19 ZME AWE lE, b,c). abs PENG, E 
阵 


‚ЛЕЖЕ. 


Е AB= 0. 求 线性 方程 组 的 通 解 . 
解 Н АВ=О 1, (А) (8) <3. Lh abee ENF, 
知 秩 (A) 宇 l. 
№ 9 时 , 秩 (B) 王 2, 则 秩 (4) 一 1. 
当 上 二 9 时 , 秩 (B) 王 1, 则 秩 (4) 一 2 КСА) = 1. 
(1) XF 2569, Н АВ=О 可 得 
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] 3 
2| =0 ms 
З. 
由 于 т = (1,2,3), р = (3,6,0) RERE 0 т 1р E AX 
=O 的 一 个 基础 解 系 , 故 方程 组 通 解 为 
Ё = ст отр, 其 中 cc 为 任意 常数 . 
(2) 对 二 9, 分 情形 进行 讨论 ， 
若 秩 (4) 一 2, 则 4X=O 的 基础 解 系 只 有 一 个 解 向 量 . 由 
A(1,2,3) =ОЖ›,АХ=О 的 通 解 为 
一 cl(1,2,3) ， с, 为 任意 常数 . 
КСА) 二 1, 则 АХ=О 的 基础 解 系 由 两 个 解 问 量 组 成 . 由 于 
A 的 第 1 行 (a,b,c) 中 ,b,c 不 全 为 零 , 故 AX=O 等 价 于 ах, 十 
pz 十 cz 一 0. 不 妨 设 a> 0, M] 让 二 (一 6,a,0) 5 ;›=(—с,0,а)' 
E AX =0 的 两 个 线性 无 关 的 解 , 从 而 得 АХ=О 的 通 解 为 
一 cu тор. cc 为 任意 常数 . 
例 20 设 齐 次 线性 方程 组 
Xi 十 2Xx; Зх =Q, 
| 


A ==@), 


2z, 十 3X; 5х: ==0, 
z+ z, tax, =Q; 
xı бх, 十 cx, =0, 
| i +6 х, + (c+ 1)z,=0 
同 解 . K a,b,c 的 值 . 
解 ”方程 组 工 的 未 知 量 个 数 大 于 方程 个 数 , 故 有 无 穷 多 个 解 ， 
从 而 方程 组 I 了 也 有 无 穷 多 个 解 , 故 工 系 数 和 矩阵 的 秩 小 于 3. 
对 工 系数 矩阵 施行 初等 行 变换 


1 2 3 1 0 1 
l 1 a 0 0 a—2 


由 秩 小 于 3 83 a= 2. 于 是 
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1 2 3 1 0 1 
1 1 2 0 0 a~? 


得 工 的 一 个 基础 解 系 为 (一 1, 一 1,1) .将 xz 一 一 1,zxs 二 一 1 ,zx 二 1 
代入 工 得 2=1,с=2 或 b=0,c=1. 
当 0 一 1，,c 一 2 时 ,对 下 系数 矩阵 施行 初等 行 变换 


一 
ТУПАЯ. 
soca 2р илал 
同 解 ， 


故 当 a 二 2,6 二 1,c 二 2 B I 5 l [G] 8. 


“第 五 节 二 元 高 次 方程 组 


主要 内 容 


1. 引 理 设 f(z=)=a z" tays + +a, р(х) = бх" t+ 
bz" tee tbn EARP 上 的 两 个 非 零 多 项 式 , 它 们 的 系数 ao, 
bo 不 全 为 零 . f(x) 与 g(x) 在 PLxj 上 有 非常 数 的 公 因 式 的 充分 必 
要 条 件 是 ,在 PLxj 中 存在 非 零 的 次 数 小 于 m BJ LÀ u (z) K 
数 小 于 n 的 多 项 式 v(x) ,使 

u(z)f(z=)= o(xz)g(<x). 

定理 1 设 f(z2)=a m" ar" + +a, 5 g (z=)= bz" + 
bz" l+ +b, 是 PLz] 中 两 个 多 项 式 ,mm,z>>0, 于 是 它们 的 结 陈 
R(f,g)=0 的 充分 必要 条 件 是 f (=) Ej g(x) 在 PLzj 中 有 非常 数 
的 公 因 式 或 它们 的 第 一 个 系数 ao b, 全 为 零 .行列 式 
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do a, *.. ДЕ a, 


b Ь се b, 
称 为 多 项 式 f(x) 与 g(x) 的 结 式 , 记 为 КС, р). 
2. 定 理 2 车 (zo,y) 是 方程 组 ("的 一 个 复数 解 ， 
е\х›,у)=0 
则 уо 是 R.《f,g) 的 一 个 根 ; 反 之 ,大 yo Æ KR,(f,g) 的 一 个 复 根 ， 
W a (?) 王 名 (yo) 一 0, 或 者 存在 一 个 复数 zo ,使 (zo, yo) 是 方程 
f(z=,y)=0, | 


А“ 
(ж, y)=0 的 一 个 解 . 


疑难 解析 


怎样 利用 结 式 讨 论 两 个 二 元 多 项 式 的 公共 零点 问题 ? 
E 设 f(z,y) 与 g(r,y) 是 两 个 复 系数 二 元 多 项 式 , 按 工 的 
降 竹 重新 写 出 两 个 多 项 式 
f(z,y)=aó (у) х" ta С(у)х" teta, (у), 
glz: y) =, (у) х" tb (у) х" +. +b, Су). 
а Су БСУ Е АЎ f rR <" MO g 中 一 的 系数 (一 0， 
Leon ј = 0,1,5, m). ЖЩ f 335 g HAAR WN R (f, я). 
R,(f,g) 是 yy 的 一 个 多 项 式 , 即 R, (f ,g)= фу). 
Ж f(x,y) 与 g(x,y) 有 公共 零点 =a, y= p WA ВК L 
项 式 中 > 后 所 得 一 元 多 项 式 f(x, B) 5 g( =, 8) W 3 Z: #Ë +R а, 此 
时 结 式 p(y) 二 0; 反 之 , 若 R, (f, g)# Ш p, NJ /(>,0) 5 g(x>, 3) 
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的 结 式 pC9) =0, а, (8) =b, (9 一 0 或 者 FCz,p) 与 gz 9) 有 公 
共 根 . 

Х.Ж /(х,у)=0 和 g(x,y) 二 0 的 公共 解 可 以 归结 为 求 
gp(y) 一 0 KR. 即 可 以 从 两 个 方程 中 消去 一 个 未 知 量 ， 所 以 又 称 未 
МЕ ВН. 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


认真 辨析 结 式 的 概念 ,学 会 利用 结 式 求 两 个 二 元 多 项 式 的 公 
共 解 ,熟悉 解 题 的 方法 与 步骤 . 
例 1 多 项 式 у(х) =2= — 3r 十 4X 十 2 与 g(Z) 一 24 十 1z2 一 
3х— 1 在 A 取 何 值 时 有 公共 根 . 
解 ” 因 为 f(z) 与 g(xz) 的 结 式 
2 一 3 А 2 


1 0 A —3 一 | 
= (A +3) А +442 +28 +157). 
当 ) 王 一 3 时,R(f,g) 二 0, f(x) 与 g(x) 有 公共 根 . ERI, А? — 
44° — 28A —157=0 的 任 一 根 , f(x) 与 g(x) 有 公共 根 ， 
例 2 解 联 立方 程 : 
5y —6zy+5z°—16=0, 
ч е кузги oo, 
t у 十 4X 一 2y 十 3 二 0， 
z+ 4zry—y 十 10y 一 9 二 0. 
flxsy)=5y—6ry+5r —16=0, 
gl(X,y)=y – (х+1) у+22? ~—zr~—4=0. 
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(2) | 


解 | 


5 — x 5х? — 16 
R, ( 9 ) 一 
SDAS] ор 922-54 
1 一 工 一 二 222 一 并 一 上 


==32(х—1)°(х-+1)(‹хҗ—2). 
当 х=1,—1,2Н],Е,„( [,е)==0. 代入 原 方程 得 


5y—6y—11=0, 
D z=1 时 ,| 解 得 y= 一 1. 
光一 2 一 3 一 0， > 
5y +6y—11=0, А 
Ф zx 一 一 1 时 ,| 7, 解 得 y=1. 
y —1=0, 
5y% —12y+4=0, 
@ z=2 时 ,| 解 得 y=2. 
у —3y+2=0, > 


故 原 方程 组 有 三 组 解 . 

结 式 用 R,(f,g) 或 R,(f,g), 结 果 是 一 样 的 . 选择 哪个 形式 ， 
看 怎样 方便 ,怎样 计算 简单 ， 

(2) 同 题 (1) 的 步骤 , 求 得 结 式 


R,(f,g) =4(z+1)(z+3) [z 1913 5) (r+ 65). 


原 方程 组 有 四 组 解 


| „ =-—10К3У5 一 10 一 3V5 
Wa КИШ š 5 ' 4 5 | 


уз = 0; 5 一 V5 
Ys — pT i} Y4 

@ 3 求 下 列 曲线 的 直角 坐标 方程 : 
(1) т=—:+1, у=21 1-3; 
2+ 1 _ 志 十 2 一 ] 
+1’” > Ë +1 

解 ” 将 方程 的 一 端 移 到 另 一 端 就 得 到 两 个 二 元 多 项 式 ,消去 
一 个 变量 ty 写 出 结 式 R,(f,g) 妈 可. 
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_ 5 十 V5 
к. 


(2) z= 


(1) 建立 方程 组 
f=—t+(1—z)=0, 
g=2t +t—(3—+ у) =0. 


写 出 结 式 
1 —1 1—х 0 
0 1 — ] 1—2 
Ку, = 2 1 一 3 一 y 0 
0 2 1 —3— у 
=4xr'—4ry ty — 23х47 ус} 19, 
故 曲 线 的 直角 坐标 方程 为 


4x —åryt y —23r+7y+19=0. 
(2) 建立 方程 组 
Р х1 — 2141 (zx—1)=0, 
р (у — 1) 21+ (у+1) =0, 


号 出 结 式 
x —2 ж] 
К х —2 х—1 
Rg) = у—1 —2 yl 
у] 一 2 y+1 
87x: 一 4zy 十 5y 一 8X 十 2y 一 7. 
故 曲 线 的 直角 坐标 方程 为 
82° 一 4zy 十 5 光一 8 十 2y 一 7 一 0. 
例 4 求 下 列 结 式 : 
z'—1 _.z'—1 
a) es 


(2) Xx" 十 xX 一 1 与 x 一 3ZX 十 2; 
(3) xX" 十 ] 与 (x 一 1)"”. 


а? — 1 
f= 


x— 1 


二 x 十 x 十 XxX? 十 Xx 十 1， 
解 (1) 


了 


文 一 


==” 19 раз Баа Ба taet. 
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写 出 结 式 (f 占 6 行 ,g 占 4 行 ), 计 算得 
R(f,g)=1. 
(2) /| 
g= z —3x+ 2. 
写 出 结 式 (J/ 占 2 行 ,g H n fT) H S 
R=(f,g)=3(2" +3). 
(3) 用 数学 归纳 法 证 明 КОЈ, g.) = 2". 
1 —1 
n=] ff, кк = || | 
设 ”一 1 时 ,RCI sg) 一 2” 成 立 ， 
R(f,, g.) (f, Ej g, п DER Sni | g,-i)=2". 
复数 域 C 上 的 nn 次 多 项 式 
f(z)=a z" tars! +e +a, 
的 全 部 根 为 a а, G, EC, 则 乘积 
D = a | Í (a, — G; )° 


称 为 多 项 式 fz) 的 判别 式 . 多 项 式 f(z) 有 重 根 的 充分 必要 条 件 
是 D=0. 
例 5 Ж f(z)==axr’: 十 bx 十 c 的 判别 式 . 
解 ” 因 为 F(x) 二 2ax 十 6b, 所 以 
КОР, Р) = —a(b° — 4ас). 


于 是 D=- DER, f) =Ë ас 


{6 4 k BUTER, EAA f(z2)=x'—4x+k AER? 
解 ” 因 为 f(z) 二 4x’ 一 4, 所 以 ,由 
RCF, Г) 44 (68—27) = 0р3, Зе, Зе, 


其 中 e 二 一 1 十 V3i.& 取 e,3e,3e: 时 ,f(z) 有 重 根 . 


-2 
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第 四 章 ж Е 


和 矩阵 是 高 等 代数 (特别 是 线性 代数 ?的 重要 研究 对 象 ,通过 本 
章 要 熟悉 矩阵 的 运算 和 它们 的 一 些 基本 性 质 . 


第 一 广 ” 和 矩阵 的 运算 


主要 内 容 


1. 定义 1 ЖЕ А (а) „ EJ B= (b, ),, EWA s X n ЖЕЕ, Wl 
ЖЕЕ A Ej B 的 和 为 

С= (c; ),, = (a;),, + (b;),,. 

结合 律 A+ (B+C)=(A+B)+C. 

交换 律 A+B=Br+A. 

А+О=А, A 十 (一 4) 二 0， A 一 B= 二 A 十 (一 B). 
FCA- B) FECA) + FCB). 

2. 定义 2 EEAS (а), I B= Cb) nn УЖЕ C = 

(с; ) im 二 AB, 式 中 


п 
Cj = an bi +F ab; 十 … 十 аыбь == У anbi. 
k=) 


仅 当 左 矩 阵 的 列 数 等 于 右 和 矩阵 的 行 数 时 两 个 矩阵 才能 相 乘 . 
结合 律 А(ВС) = (АВ)С. 
分 配 律 А(В+С) = АВ+АС,(В+С)А = ВА СА. 
矩阵 乘法 一 般 不 满足 交换 律 , 即 AB 关 BA; 不 满足 消去 律 , 即 АВ = 
AC =>B= C. 
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| 1 
3. 定义 3 E= ， “| 称 为 上 级 单位 矩阵 . 


1 
AE,=A, Е„В=В. 
4. 定义 4 А 称 为 矩阵 4 УЕ REEF, ИПИ k ЖЕ 
阵 А 的 每 一 个 元 系 . 
(E+DA=kA+IA, k(A+B)=kA+kB, 
kCIA)=(kDA, 1А=А, ААВ) = (РА) В=АС(АВ). 
k 


k 
РА = (ЕЕ)А=А(ОЬЕ). 
5. 定义 5 А=‹(а„)„ А A = (а)... 
(A Y = А, (А-В) =A +B, (AB) = ВА", (kA) == РА”. 


疑难 解析 


为 什么 双重 求 和 符号 可 以 交换 次 友 ? 
答 ”在 证 明 符 阵 乘法 性 质 时 常用 到 这 一 性 质 . 因为 


е обы 
一 ауф, + а; 0, 十 十 ауф» 十 а, 6} 十 а» б» 十 + ab, 
+. Ба, Hab + +a,b,, 


п £ n 


а = D (Da), 


1 一 1 i=1 j=l i 
= ауф, абр + а,б) + ab; + azb: + + a,b; 
十 ... + ау Ё, + а,Ь, 十 ... -二 CD , 


所 以 У\ Sab = 5 31ap, , 即 双重 求 和 符号 可 以 交换 次 序 . 


i=] j=] j=l i=1 
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方法 技巧 与 典型 例题 分 析 


矩阵 的 基本 运算 是 必须 熟练 掌握 的 ,对 运算 的 条 件 与 规则 应 
ET ras a. | 
例 1 对 下 列 和 矩阵 ,计算 АВ,АВ— ВА. 


3 1 1 1 1 —1 
(1) А= |2 1 2|, B= — 1 О; 
1 2 3 1 Ü 1 
a b C 1] a c 
(2) A=|c b aj, В= |1 b bi. 
1 1 1 l c a 
6 2 一 /人 4 0 0 
解 (1) АВ= 6 1 0, ВА=|4 1 0|， 
3 —1 2 4 3 4 


б 2 —@ 4 0 
AB—BA= 6 \ 01—14 1 01 = |2 0 O|. 
8 一 ] 2 4 3 4 4 一 4 一 2 
4a 十 5 十 c a'tb с Б +2ас 
(2) AB= ja 十 p 十 c &?+2ас_ а +6 tei, 
3 atbtc а -tb+c 
actatc ab+b+c afte 
ВА = jbcta+b 6425 ab+b+c|, 
с-да bc+a-b ac 十 & 十 c 
b—ac aè tt +e—ab—b—c b+2ac—a —ас 
4 有 一 BA 一 | с--фс 2ac— 2b а tE + —ab—b—c|. 
3 一 性 一 2c c —bc b—ab 
例 2 ПЯ ТЖЕ: 
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0 1 
. 1 1 
CO — $1 " 
sino coso 
—] —] 
an b: 1] [= A 1 01" 
(6) (zZ,y,]) К A29 i N (7) f À | 
б, b, C l 0 0 À 
1 —1 —1 —11° 1 =1 —1 —17” 
— ] 1 一 1 一 ] 一 ] 1 —1 一 上 
(8) ; 
—] —1 1 —1 一 —1 1 —1 
—1 —1 —1 1 1-1 —1 —1 1 
2 1 11 2 1 1 1 1 7 4 4 
解 (1) f 1 ° -| 1 0113 1 |- 9 4 | 
0 1 2 0 1 2110 1 2 3 3 4 
3 > 3 21 3 21 3 2 3 —2 
о J La la аа Ги ар 
—4 2 一 4 2 一 4 2 一 4 2 4 8 


(3) 用 数学 归纳 法 证 明 


n=1 时 显然 正确 . 设 n 一 1 时， 


bal 1 
apab al bark Th adhi 


对 含有 的 习题 ,一 般 先 计 算 n=2,3 时 的 结果 ,从 中 得 出 计 


算 规律 ,提出 归纳 假设 ,然后 再 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
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(4) 用 数学 归纳 法 证 明 И ?| pi ри 


51пф coso sinng cosng 
当 n=2 时 ， 
cosp пр] сор — sing 
ы, ИИ эше ИИ 


– [9° sn ç созар) _ Гсоз2р ante] 


2sinpcosp cos 9p— sing sin29 cos2e 


设 "一 1 时 ， 
Гсоѕр —sing]”” Гсоѕ(п— 1) фр —85п(л—1)ф 
51пф | -oD A! 
则 
coso 一 sinp 下 Tcosp —sing]" [cosp — sing 
sin M "шы M ы, м 
_ [cosm—1)e —sin(n—1)ge][cosg — sing 
E kus cos(n— ч pi РИ 
__ [cosng 一 SIn70O 
ll si НИ! 
1 
(5) (2,3,—1) | —1| =0, 
— 1 
1 2 3 —1 
—1|(2,3,—1)=|—2 —3 1!. 
— 1 一 2 — 3 1 


ау ар 1 [= 
(6) (=х,7у,1) |а: ax 6 | |у 
b b, cjJll 
х 
= (архар уб арх tazy tb: bie tbh:y tc) |y 
] 
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=а,х°*+2аьху tany СЇ 2Ьух-1 26; ус с. 
(7) 用 数学 归纳 法 证 明 


\ 1 071" |А nA"! "Оу: 
0 aà ij Sjo x nà”? 
0 0 à 0 0 М 
当 ?一 2 时 ， 
a 1 02 [A 1 om 1 0 A 2А 1 
ол 11 = 10 хл 1110 л 1|=|0 2 А 
0 0 à 0 0 А4110 0 À 0 дА 
设 n 一 1 时 ， | 
a 1 от" |l (n Dan’ TD TA ams 
0 À 1 [о А" (п 10А" 
0 0 à 0 0 үт! 
则 
4 1 01" mMm 1 mM 1 0 
0 À =|0 А 1 0 À 1 
0 0 À 0 0 À 0 0 à 
Е n(n— 1) „ә 
? 
Tjo А пд") 
0 А" 
1 一 1 一 1 一 1 4 
(8) А —1 1 一 1 —1|_ 4 48, W 
—1 —1 1 一 1 4 
一 1 一 1 一 1 1 4 


当 n= 2k HA =A” [= UE) [=E SE; 
当 n=2k+1 it, A” =A” t! = (A7 VA =2"ЕА =2"А, 
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例 3 ХОА) =а,А" Бал" l+ +a, A E — 4 n X n 5 
阵 ,和 定义 СА) = aA” Ба, А"! 十 … -Ha E ‚Ё f CA). 


2 l 1 
(1) fQ)=)—A—1,A=.13 1 2|; 
1 —1 0 
2 —1 
(2) /0) 一 一 5 二 3,4 一 | | 
—3 3 
8 2 4 
解 ea 2 51,4 
一 1 0 一 | 


/С\А)=А*—А—1 


8 2 4 2 l 1 100 
-| x 2 J 1 5-19). 
—1l 0 一 | l —1 0 001 


f 一 5 10 一 5 
(2) æ=] |,5А= | Е 
— 15 12 — |5 15 


f(A) = А? – 5А +ЗЕ 
-| 7 МЕ 10 мер =f | 
一 lj5 12 — 15 1% 0 3 0 0 


014 Ж АВ=ВА, ЖЕЕ В УА 可 交换 . 设 


o 1 3 
8 0 1 


\ 
= 


с, 1 0 O 
(1) A= | | (2) А= |0 1 | 
0 1 
3 1 2 
0 1 O 
(3) А= |0 0 Ij. 
ооо 
求 所 有 与 A R] 22 58 BJ ЕЕ. 


解 将 4 写成 下 十 4, ,利用 АВ=ВА=>А,В=ВА, # H В 的 


元 素 , 求 得 B 
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GD Ф А=Е+ | ав“ 7 |за 可 交换 . 
因 AB= BA, 则 由 
o olle ale alo 1 


b 
得 c=0,a=d HURA B 的 形式 为 в= |“ |. 


0 0 0 a b c 
(2) &А=Е+ 0 0 21,8 В= |а bh ca| 与 4 可 交换 . 
3 1 1 а, b c; 
H 
0 0 Orfa b c a b c)[0 0 0 
А,В=ВА,=>|0 0 2| |а б, а | = ја, b с 10 0 2j, 
3 1 ljla, b, cs а, b’ 113 1 1 
得 а= — b=0, c=0, a= 5-01, b= =b +5. 
故 所 有 В 的 形式 为 
Эи. 0 
B= a б, С, 
ba lo atla 
a b c 
(3) #B=|a b cl 与 人 可 交换 .由 
а, b cC 
0 1 Ofa b c a b с1г0 1 O 
0 0 llla b а|= а b а110 0 1 
0 0 » b, с; а, b cjJl0 0 O 
得 a, =a, =b, =0, b=4a, c =a, c=) 


a b с 
故 所 有 В 的 形式 为 B= f a | 
0 


< 
Гм 


0 s. 
例 5 设 A= . : ‚|, 其 中 ai 天 ai， 当天) (isj 


0 0 + a, 
=]1,2, n). 证明 :与 А 可 交换 的 矩阵 只 能 是 对 角 和 矩阵 . 
证 显然 任何 对 角 和 矩阵 与 4 都 可 交换 . 
b: ba * bu 
ba б» … Da 


再 设 B=]. . ，| 与 4 可 交换 , 则 由 4B=BA, 得 
Onl блә s.. б, 
абі ау biz . аб}, а афу … а,б, 
аз 021 asb `7 аз бз, __ аб аф; ** a,b,;, 
а,б nl anb „э “° * а, б an а; бд 42 бә ө, AnD nn 


Kiela — a;b; 50GA), аза, , 156) В, М Б, =0, 0 В 7 
ЯТ ЭЖ. 

综 上 所 述 知 ,与 4 可 交换 的 矩阵 只 能 是 对 角 和 矩阵 . 

例 6 用 EE 表示 i frj 列 元 素 为 1, 而 其 余 元 素 全 为 零 的 zX 
Ж Е, Пу А = (Ca; ),<, | ПЕНЯ: 

(1) # АЕ, =Е,А, 4 А521 时 ан =0, М А52 时 а, =0; 

(2) Ж АЕ, =Е,А Mj 51 Hf au =0, 4 56) аһ = 0, H 
q; — aj; 

(3) ЖА УНН) n 级 矩阵 可 交换 , 则 4 一定 是 数量 矩阵 ,好 
A=aE. 

证 (1) H AE, =E,;À ,得 


O aa 0 Ü 0 0 О... 0 
所 以 ,kÆl 时 ,au = 0;65=2 时 „də “Q. 
(2) 由 АЕ, = E; A ,得 


0 0 0 
0 0 a, O 0 ' 
0 0 0 
0 0 42; 0 Ü 
. — 1 йл а ;2 а н 
| 0 O 0 
0 0 d ni 0 Q | 
0 O ... Ü 


FEA ki {аъ =0;k Æj 时 ,一 0, 且 as 一 dj 

(3) 数量 矩阵 kE 与 任意 级 矩阵 可 交换 是 显然 的 . 

反之 ,者 4 与 任意 7 级 矩阵 可 交换 , 则 必 与 АЕ 可 交换 , 则 由 
题 (2) 知 ,A 是 数量 矩阵 

例 7 Ж АВ=ВА,АС= СА. ЇЕ :А(В+ОС) = (B+ С)А; 
АСВС) = (ВСА. 

证 BX АВ=ВА,АС= СА, ТД 

АВС) = АВ РАС= ВА НСА = (B+O)A. 
А(ВС) = (АВ)С= (ВА)С= В(АС) = В(СА) = (ВОА. 


例 8 #4 (B+ E), Ш.А: =А ЧЕЧ B° =E. 
证 BS A= +E), BID A =--(В'--2В+Е). 
若 А" = А, (B+ E)= (B° +2B+E) ,从 而 得 В° 一 五 . 


RZ, #% B’ =E, W h A? = + (B° + 2B + E) 知 , А? 一 
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5-(В+Е)=А. 


019 ЖА =А,Ш ЖЕ А 是 对 称 的 .证 明 : 若 4 是 实 对 称 


证 设 
dil di? Cin 
dz] й»» do, / 
А= | ‚ А=А', 
nl С „9 й „у 
则 由 
а ај} di, Яу аә] Gnt 
d2) @22 Чэ» di2 Gd; an? 
, 
А? =АА' = | ` 
nl An? r. C nn 41. ton te. А an 


ali +a +... + а1, 
азу +а + аз, 


а + a + =... +a, 
— (0), 


得 а аъ T Һа? =0 G=1,2, n) а, =0, АА = 0. 
110 ЖА =A, PRERE А Б ТЕКАО. 证明: 任 一 nXn 
ж REAR TI 0 РКЕ RE Ej — Б ГЕКЕ E£ 2 ЯП. 
证 设 B 为 任 一 nn 阶 方 阵 , 作 


В.=5-(В+В/), В, =--(В—В'), 
/ 1 / р] / I]. _ 1 / 
则 В, = (В+ В ) = (B +(B') )= (B +B), 
B = (вв) =B — (Вээ= B — B= – (ВВ) 
2 2 2 2 2 
所 以 ,B ЖА] ЖШ Е.В, ЕБ Е. 
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B= B, +B: =5 (B+B ) 十 区 z (B— B’), 


PU B TARI AMERS ERER A , 且 表 示 法 唯一 . 


例 11 设 s, =t t at Heet rt 《R 一 0，1，…) saj = Si+- 
(2,J=1,2, °° n). 证 明 : | ai | -一 Пс, 一 Zi ) . 
t< 
证 因为 
50 3 t Sasi 
31 8 Sy 
|a, | == | 5+; 一 . 
Sn—1 Sn 52һ 
n x, tee + z, „эе r" 十 … 十 xX" |! 


хх, XI 十 十 Tn + ri teet 


mz aa a АЫ хе" rm l. + xml 
1 1 т.656 1 1 Tı ча жї! 


—1 
Tı T? ” A 1 To tt л» 


| 


(由 范 德 蒙 行列 式 ) 
zl zl [д зод 


= Пе, 72) J C, ос асах 

例 12 若 А, B ахи ЖҮГҮ 证 明 :4B 也 对 称 当 且 
ЇЧ А,В 可 交换 . 

证 因为 4=4 ,B=B ,所 以 

若 4 有 对称 , 则 AB= (АВ) = ВА’ 一 BA4, 即 4 可 交换 . 

若 A,B пух, В AB= ВА, | АВ= ВА = B'A”= (AB), JA ii 
AB XJ $R. 

例 13 设 A4 是 nx 矩阵, 证明: 存在 一 个 nxXn ВЕ 
B ,使 AB=0 的 充分 必要 条 件 是 14|==0. 

证 必要 性 设 B 二 (b,b,,…,6b,), 其 中 b В 的 第 7 列 
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( 列 向 量 ). H BO, КЖ i» tE b, #0. XKX АВ = О, R 
АСР, bz, b, ) =0, A T 40 一 DO, 即 方程 组 Ax= O 有 非 零 解 , 则 
|А|=0. 

充分 性 #“ |А|=0,Ш Jy Н Ax= O AERE b. fE B= 
(b;,b,,--. ,b,.)ZO,B F b: b, уЗ), Ab, =0 G =1, 
2, n), TE AB= O. | 

0 14 ВА Жлхп ЖЕЕ, XHE-— n EE x = (z, st, 
Xx,) ,都 有 Ax 二 0, 则 A=0. 

证 因为 线性 方程 组 Ax 二 0 的 基础 解 系 含 ” 个 线性 无 关 的 
解 向 量 , 故 秩 (4) 王 0, 即 4 一 0O. 

|15 ШЕВ ехе ЖЕЕ, С 为 一 r Хп ЊЕ, НСС) =, 
WE BH : 

(1) # BC=0, N] B=0; (2) # BC=C, N] B= E. 

证 (1) 因为 秩 (C) 王 ”所 以 C 中 至 少 有 一 > 阶 子 式 不 为 零 ， 
(不 妨 设 C 的 左上 角 > EF fk C. , |C, 150), Д ВС, =O, 依 例 
13 知 ,B=0. 

(2) 由 ВС=С=> (В – Е)С= О, Hh (1) 15 B 一 E==0, 即 B==E. 

例 16 ЩЕНӉ.Ж(А--В)<Ж(А)-+ Ж (В). 

证 ”证明 要 利用 向 量 组 的 极 大 无 关 组 概念 . 

记 В = (В, ,рВ,, В), A=(a а,‘ .а,), 
则 | A+B= (a tB а th, G, tB). 

iasa, 5 pop, DAE A 5B 列 向 量 组 的 极 大 无 关 
组 , 则 

а; =k, GT ee tki Q, ， BSL Both, B., ° 
Ља: В, а. ttk, an +1, В +0, В, BD A+ B 的 列 
向 量 组 可 由 ar a, Biot Bey, ЕЗ7. W 
秩 (4 十 B) 扫 秩 (4) 十 秩 (B). 

例 17 设 A4,B 为 nXn 和 矩阵 ,证 明 : 夺 4B 二 0, 则 秩 (4) 十 

#5&0\В)< л. 
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证 W B=(b b,b.) W h AB=Oí8 Ab =O G=1,2, 
оп), b: 是 齐 次 线性 方程 组 的 解 问 量 . 所 以 
秩 (B) 委 7 一 秩 (4A)- 僵 秩 (4) 十 秩 ( 了 ) 委 7. 
例 18 设 A=(a;) 为 n 阶 方 阵 , 而 A==(a;), 这 里 a; 是 a; 的 
ЖЕ. ПЕН. Ж АА = О, Д] А =0. 
证 НҒА=(а,), А= (а), 


5 ST 


T’ Х}азаз, 
АА = 


> And nj 
п 


从 而 > aja; 一 | а |*= 0 (J = 1,2,…,n) ,于 是 Aij = 0, B} 
1 


А = O. 
例 19 EAS =E, I A RAHNER. УЖ A.B 都 是 对 合 和 矩阵， 
MEBER AB tB E XS RE E BJ Л ЗЕ ЖД A 与 B 可 交换 . 
证 АВ УХЕ, MUS САВ)" SE, H 
Е= (АВ)? = (АВ) (AB)=A(BA)B. 
Е ДЕ А,Б B, ҒА = Е, В = Е, t 
АВ= А? (ВА) В => АВ= ВА. 
反之 , 若 АВ = ВА. {З 3 AB ,得 
(AB)? = ВААВ= ВЕВ= В = Е, 
所 以 ,48B 为 对 合 和 矩阵 . 
例 20 设 和 4 是 一 个 n 阶 方 阵 , 秩 (4) 二 1, 证 明 : 
di 
(1) A=| C66,6,); (2) А SRA. 
а, 
证 (1) 由 于 秩 (4) 一 1, 故 必 有 4 0070ж а, 20, ВА BJ 
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任意 两 列 都 成 比例 ,车 记 А = (а; , > ‚0,0, ), 23 а: = bB: ,其 中 
В, = (а, а.) 为 非 零 列 向 量 ,于 是 
А = (G. + (I ç °°" ;0,) = (b В, ‚0р, . ° °° .0,В, 2 


буа, р.а} ... ра} di 
буаз bao v Ба a 
~ 一 — ⁄ (bi sba ,Db,). 
ba, boa, ° фла, a, 
(2) HES (1) 34 
Ul d) 
а» аэ 
A’ 一 | (Ó, ,Os y" D, ) . (b; 0 ID 
a, a 
Ul 
42 


=k| |C sbs b) = ЮА, 


Ul 
a M 

式 中 数 k= (b b, b) | |= У) Ба. 
. i=1 


а, 

5121 А 2х2 Е, ПЕНЯ. A 0,122, 0 А*= О. 

证 РАО, Д 0 |А'| = AP, А (0, СА) 
=1 或 0, 故 可 利用 例 20 结果 ,有 4 一 | [Eos]. 从 而 

А? ==®А, 一 AAA (2). 

因为 4 关 O, 则 由 А =k lA=0O0=—>k=0,PTU A2=kA=0. 

例 22 i A пхп ЖЕЕ, ПЕВ: Ж A = E(XT 6 E E) , WI) 

#(A+E)+#k(A—E)=n,. 
E BAASE, fV 
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О=А?—Е=(А+Е)(А- Е). 
则 由 例 17 HL, Ж (A+ E) + # (А – E) <n. 又 2E= (A+ E) 十 
(А E), НЯ 16 知 
п = (2Е) = [(А+Е) (ЕА) J 
<#(А Е) +t (AE). 
综 上 可 知 Ж(А+Е)+Ж(А—Е)=л. 
例 23 ША Уп ИУВР. Н А =АС 5 6 РЕ). 证明: 
Ж: (А) БСА — Б) =n. 
Е 因为 4: 二 4, 所 以 А2 А = (А – Е)А =0О, Н f) 17 得 ， 
ЁЕ(А) -# (А – Е) <n. X Hf 16 得 
п = (Е) = [(Е— А) +A] 
<#(Е—А) (А) = (А —– Е) БСА). 
综 上 可 知 PECA) HECA E) =n. 
0124 BA, BREGE, EH: AtB ERGERE 
必要 条 件 是 АВ = ВА = О. 
证 A» A SA, B = В, ТИҢ 
(A+B)? = А? АВ+ВА+В=А+В+(АВ+ВА). Ф 
+ АВ== ВА = О, (А-В): =A+B, А-В ARFER. 
д, (А-В) =А +В, ДІН 0148 АВ +ВА = О, Ё АВ = 
— BA. 由 此 得 出 
АВ =A2B=A(AB)=A(—BA) 
= — (АВ)А = — (~ ВА)А = ВА? = ВА. 
比较 АВ = — ВА 5 АВ = ВА 1 ,АВ:= ВА = О. 


第 二 节 ЖЕЛЕУ А, S A 
矩阵 的 逆 与 矩阵 的 分 英 


主要 内 容 


1. 定理 1 设 4,B 是 数 域 P ELARA nX n EE, IAB] = 
1411B1 , 即 矩 阵 乘 积 的 行列 式 等 于 它 的 因子 的 行列 式 的 乘积 . 
推论 1 W А, ,A,,… Am БЖ P ЕЮ пхп, T E 
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А.А, "А, | = |А, 1А 14, |. 

定义 1 若 |4| 关 0, 则 数 域 P 上 的 nXn 和 矩阵 称 为 非 退 化 的 ; 
否则 , 称 为 退化 的 (或 降 秩 的 ). 

推论 2 RA, BEKAP 上 nxXn 和 矩阵 ,矩阵 4B 为 退化 的 充 
分 必要 条 件 是 А,В 中 至 少 有 一 个 是 退化 的 . 

2. 定理 2 设 4 是 数 域 P Елхт 3EBE,B 是 数 域 上 m X s E 
阵 , 则 

秩 (A4B) 志 min[ 秩 (4), 秩 (B)]， 

即 乘积 的 秩 不 超过 各 因子 的 秩 . 

推论 3 ААА А, MERCA) min ECA) ]. 

3. 定义 2 若 有 ?7 阶 方 阵 吕 ,使 得 АВ = ВА = Е, ДЯ n RA 
ША E RJ PZ BS. 

车 矩阵 B 适合 АВ = ВА = Е, ДК B Ж A B) Y 38 ВЕ. ir 07 


A ', 
4. 定义 3 ЖА, жп 阶 方 阵 A= (а; НИК ЯТ, ДЕ EE 
An Аз е Am 
Аз An © Am 
A` = * 时 * M 
А}, Å 2n n. Ånn 
称 为 А 的 伴随 和 矩阵 . 
5. 定理 3 ЖА 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 4 非 退 化 ,而 
а 
А = ТАТА (А |520). 


对 于 7 阶 方 阵 4 ,有 8. 若 4 了 8 一 五, 则 4, 也 均 可 逆 且 互 为 逆 定 阵 . 
推论 4 А,В, ША УАВ й, Н (А) = 
(А7!)',(АВ) 1=B A. 
6. 定理 4 设 A 是 一 个 ;Xn 和 矩阵 ,P Es Xs n W EBE, Q 是 
nX n 可逆 矩阵 , 则 
HECA) = # (PA)=#k (AQ) 
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А О 
7 . 设 D=| РАЖ, ОГ, B Er MEDERE, С 
是 r Xk BE O E. k x r kB Ë , ij 


ь\=| A`! О | 
—B-iCA™! B`? ° 


вр [А с м pif T4 OB 
O BJ О В! | 


疑难 解析 
1. 用 伴随 和 矩阵 求 逆 矩阵 应 注意 哪些 问题 ? 


= ”因为 А = ТАТА" ,所 以 ;必须 |A| 尖 0. 又 因为 A* = 


(A;) ,所 以 当 n 较 大 时 ,A, 的 计算 量 较 大 . 从而, 一般 仅 当 n 志 4 时 
才 使 用 伴随 和 抢 阵 法 求 着 矩阵 . 

2. 怎样 求解 矩阵 方程 ? | 

答 ” 含 有 未 知 和 矩阵 的 方程 称 为 矩阵 方程 . 常见 的 线性 矩阵 方 
程 有 以 下 三 种 基本 形式 

AX=C, XB=C, AXB= C, 
当 4, 有 都 为 方 阵 且 都 可 逆 时 ,三 种 方程 的 解 为 
X=A `C, X=CB', Х=А '!CB '. 

解 矩阵 方程 时 ,要 注意 以 下 几 点 ; 

С) 矩阵 乘法 不 存在 交换 律 ,因此 不 可 随便 更 换 相 乘 次 序 ; 

(2) 矩阵 乘法 不 存在 消去 律 ,因此 不 可 随便 约 去 相同 因 式 ; 

(3) 若 抢 阵 方程 不 符合 上 述 形式 时 ,要 先 用 恒 等 变换 化 为 上 
述 形式 . 

3. 对 和 矩阵 的 加 法 和 乘法 的 分 块 运算 要 注意 哪些 问题 ? 

答 “” 因 为 只 有 同型 矩阵 才能 求 和 ,所 以 在 对 加 法 进行 分 块 运 
算 时 ,必须 对 两 个 矩阵 的 行 和 列 施行 相 同 的 分 法 . 

因为 仅 当 左 矩阵 的 列 数 等 于 右 抢 阵 的 行 数 时 ,两 矩阵 才能 相 
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来 ,所 以 在 对 和 矩阵 乘法 进行 分 块 运算 时 ,必须 使 左 和 矩阵 列 的 分 法 与 
右 矩 阵 行 的 分 法 一 致 . 
万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


n 阶 方 阵 4 的 行列 式 记 为 14| 或 deth ,有 以 下 运算 规律 
det(kA)=k"A, det(AB)=detA ° detB, 
деї(А*) = (detA)*, det(4 ”) 一 (det4) ` (А nj i). 


例 1 设 4 为 3 阶 方 阵 ,4 是 4 的 伴随 矩阵 ,deth 一 村, 求 


det| (4A) 一 104， |. 
i det| (+A) 一 104' |]=det[34- 一 10Cdeth)4- 


一 det(34 '—5А ') 
一 一 8det(4-1) 一 一 16， 
(因为 АА =E, ТИЦ |А | |А7' | =1,|А7 | =1/[А |) 


ltz у: T) X> e TiYn 
М Ад хз У! 1--2:5ур ° у, 
12 计算 行列 式 | . . 
A+, y) TaY? s.. ] ry 
А1 


x 
Ж detA =det| E, + k (у, » Ys Yn) 


x, 
Ж, 


T? 


一 1 十 (yyz ，…，yn) =1+ > хуу. 
k=l 


若 将 行列 式 中 1 换 作 a, 则 detA = a" (1 + 225) . 
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1 1 1 
ËJ З -| b aes 


2 bš с? 
Ж ЯегА == (5 — а) (с-а) (сБ), 
detAA -一 det4t。det4 = (5-а)? (с—а)? (с Б)?. 


1 —1 1 
例 4 i 1 уок аа 
1 3 O 


Ж ЩЮЖ!\А|=5,АА* = |А|Е=5Е, И АА" =5E. 


АА |= 15Е|=5°, MIIA" ==. 


例 5 证 明 :44 ”一 4" 4 一 |4| 五. 
证 $ А= (а), і AA = (B, ) , Й 
b; San А, Ба Аз + +а,А „= 1А |0, 
AF A, 是 14| 中 各 元 素 的 代数 余子 式 , 故 
44 =(|A|ó;)= |A[06;)=1A|[E. 
类 似 可 证 


дА (22Акак) (1418) 一 141B 


例 6 设 A,B,C 均 为 n WER, E AAMER, A B= Е 
АВ,С=А-+СА,Ж ВС. 

# Н B=E+AB=>(E—A)B=E=>B=(E—A)`'. 
又 由 С=А+СА==>С(Е—А)=А=>С=А(Е—А)^!. 
Ж C=A(E—A) =АВ. 于 是 

B—C=B-—AB=E. 

在 矩阵 的 计算 中 ,要 对 和 矩阵 间 的 相互 关系 与 代 换 进行 认真 的 
分 析 . 

例 7 ШЕНН:Ж А‘ = O, WI 

(E—A)'1=E+A+A + +A, 
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证 (E 十 A 十 A 十 … 十 41)(E 一 A) 一 E* 一 A 一 E. 
由 道 矩阵 定义 知 , (E-A =Е+А+А? T+ БА". 
例 8 设 A,B,A 十 B 均 为 n 07, ШЕЯ: 
CO) AHB Tč, H(A +В!) =А(А+В) +B; 
(2) ACA+B) 1B=B(A+B) A. 
证 (1) 因为 (A-! 十 B71)[A(A 十 B) :Bj 
一 (E 十 B 'A)(A+B) 8 
=(B -!B+B''!A)(A+B) `B 
=B-1(B+A)(A+B) 'B 
=B !B=E, 
所 以 A-! 十 B-! 可 逆 , 且 (A 14 B 1) =А(А ТВ) В. 
(2) 因为 (А7!+В-Э[ВСА+В) 'A] 
=(A !B+E)(A+B) A 
=(A !B+A 1A)(A+B) `'А 
= АЗ(В+А) (А+ В) 'A 
=A ASE, 
MELC +B) = ВАВ) A, ЕРЕ А 
А(А+В) ` B=B(A+B) 'А. 


йэ 设 X=| Š 


, A`, C! K X '. 
И | 已 知 存在 , 求 


Ж "Ea jua 


21 22 
pi р Ер | 一 | о Гс НИ! 
X, Хь-\С О О Е О Е XC XA | 

Вр X.C=E, ХА=0, Х.С=0, X, A= Е. 
#4 X,=0, X =C, Хл=А', X 一 DO, 故 


例 10 RER X 
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1 1 —1 1 
(2) 10 2 2|Х= |! 
1 —1 0 2 
1 1 1 = 1 1 
0 1 I = 1 1 
(3) |0 0 I = 1 1 
0 0 0 = O 1 
1 1 —1 1 
(4) ХО 2 2|= |1 
l —1 0 2 


R РЕЉА 3. 


(1) 由 АХ=В=>Х=А-!В. 因为 A =| 


15 7 
一 1 2 
1 1 一 1 
(2) 同 (1). |0 2 i 
1 一 1 0 
1/3 1⁄6 2/3 1 
Х=| 1/3 1⁄6 —1/3|* [ 
—1/3 1/3 1/3 2 
11.1 
1 


(3) [8] (1). 
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2 
=L 
1/3 
1/3 
— 1/3 
—1 1 
1 0|== 
1 1 
-i pl 
_ |0 
0 


1 


1 


0 0 0 
0 0 
0 0 
0 . 1 2 
3 75 н 
1 2J 
729) 
gJ 
1/6 2/3 
1/6 一 1/3|, 故 
1/3 1/3 
11/6 1⁄2 1 
—1⁄6 —1/2 0l. 
2/3 1 O 
—1 0. 
1 一 1 
. : ‚Хх 
о 0 


0 1 —1 0 1 2 1 0 
Х = в ° 
0 0 1 о 0 0 1 2 
—1 —1 0 0 0 0 
1 1 —1 —1 0 0 О 
0 0 0 0 … 1 1 —1 
0 0 0 0O = 0 1 2 


1 —1 ЦП 1 =! 
х) 1 і 2 l 
2 1 111 一 ! 0 
1 —1 1 1⁄3 1/6 2/3 
-\ | || Us an -| 
2 1 1]1—1⁄3 1/3 1/3 


—1/3 1/3 4/3 
-| 2/3 1/3 a 


2/3 5/6 4/3 
йи G 
0 a Ü 0 0 
0 0 a 0 0 
х=: i : : : | ， 
0 0 0 s 0а, 
a 0 0 … 0 0 


其 中 ww 关 0 (i 二 1,2,…,n) 求 和 . 
解 x] n 较 大 的 和 矩阵, 一般 不 使 用 伴随 矩阵 法 求 递 阵 , 较 多 地 
使 用 初等 变换 法 ,有 时 也 使 用 本 例 所 用 的 待定 (元 素 ) 法 . 
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Tiu Tiz ° Tin 


Жу T22 " Tz 


Хе, . . ,由 XX 一 已, 得 
ы Хә "nn 
41221 41292 a Ai Ln 
42 231 82232 А азап | l 
Un—iXnl  @„—\ 22 4—19 – 1 
а, ү\ а, 12 а. 1, 
解 得 z =--,хь=-. ‚Ж =,=, RAH z; =0, № 
а} а: а — a, 
而 
0 0 0 1/а 
l/a, 0 0 0 
大 一 一 | 0 1/а, 0 0 


0 O ++ 1/a 0 
例 12 WEHR: 
(1) ЖФА КОУЧ), ША ШУКО ХК); 
(2) ЕЕ Я АНУ BJ БЕ] УКШ. 
证 (1) ЖА 为 非 奇 异 的 对 称 方 阵 , 则 有 4 =A, AA SE, 
从 而 
(АА!) =E =E, (AY e A S=(A ` YAE, 
RICATTO А Вуз Е. НӘРЕН ATY SA, AA AH 
ХЖ Е. 
同 理 可 证 ,4 为 反对 称 可 道 时 ,A E A EXI ERT A. 
(2) R A= (а;) У п УКЖ ЕЕ, п 是 奇数 ,ai = —–а,, ll 
а= 0 (:,у=1›,2,*›п). 
从 |4| 中 每 行 提出 (一 1) ,得 
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0 са; ° din O а; "а, 


— а O +++ —а,„ O + a, 
|A|J=(—D"]| ” m=)" |22 É 
dana G, "°" 0 ау G, °° 0 

=(—]1])”|А|, 


显然 , 当 п 为 奇数 时 ,14| 一 0 不 可 能 有 逆 阵 . 

例 13 Æ A= ) 称 为 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 , 若 i 之 j (i 过 门 时 
有 а; =0. 证 明 .， 

(1) 两 个 上 (下 ) 三 角 惩 阵 的 滋 积 仍 是 上 (下 ) 三 角 抢 阵 ; 

(2) 可 逆 的 上 (下 ) 三 角 息 阵 的 逆 仍 是 上 (下 ) 三 角 抢 阵 . 

证 〈1) 由 和 矩阵 乘积 定义 , 耕 АВ = C, АФ А=(а„),В= 


(b;),C= (c; ), 则 C; 一 У! aab rj. 
k=1 


X А,В Ж F = ЖЖ BE, Bl гру B a; = b, = 0, WJ Jt RJ 
C; 一 0, 所 以 C= AB 也 是 上 三 角 和 矩阵 . 

同 理 可 证 , 当 A,B 为 下 三 角 和 矩阵 时 ,C 也 是 下 三 角 和 矩阵 ， 

(2) 若 A4 为 上 三 角 和 矩阵 , 则 A 的 元 素 a; 的 代数 余子 式 Aj 当 i 
<j 时 都 是 上 三 角 行 列 式 , 且 对 角 线 上 元 素 至 少 有 一 个 零 . 所 以 ， 
34 i<j ЧА, =0, Wm A ' 是 上 三 角 和 矩阵 . 

例 14 证 明 :;14 | 二 14)"”', 其 中 A 是 n ЛЖ. 

证 ”对 等 式 AA" = |A] E 两 端 取 行列 式 , 得 

АА" |=|А|"]Е|. 

若 141 关 0, 则 14* | 二 141” 

Ж|А|=0,Д|А', | =0. 否则 ,由 14 | #0=>A* (4") = 
=>А=АА`*(А*) !=|А|Е(А*) 7 =0, 5 |А* [50 FA. 从 而 
Al =0 i, |A" 1 一 0, 也 有 14 [|= A|" (nz 之 2)， 

例 15 ФА Hn (n 宇 2) 阶 方 阵 , 证 明 : 

п, 当 秩 (4) 二 nn， 
so 当 秩 (4) 一 ?一 1， 
0, 当 秩 (4) 过 n 一 1. 
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证 当 秩 (4A) 二 n 时 ,|A| 壮 0, 由 上 例 |4* | = [А |", A" 可 
WH, 8 #k (A )=n. 

RCA) =n—1 R, |A| =0, 0] AAt = JA] * E= O. + E. 
PCA ) 委 1. 又 秩 (4) 王 2 一 1, 必 至 少 有 一 代数 余子 式 А„550,Ш 
СА" ) 之 1, 综 上 可 知 , 秩 (4 )=1. 

当 秩 (4A) 二 n 一 1 时 ,A*' =0, СА‘) =0. 

a E, 
例 16 设 A=| PP |дфтата 
а„Е, 


G j=1,2 sr). E; п, ВЕЕ, уул, 一 ,证明 :与 4 可 
交换 的 矩阵 只 能 是 准 对 角 和 矩阵 
А, 
А, 


其 中 А; 是 mi 阶 和 矩阵 (一 1,2，…,r)， 
В, B, … B, 

证 设 B=|: o: : | 与 和 可 交换 ,其 中 如 与 4 分 
B, В, >> B. 

块 方式 相同 , 则 由 AB= BA 得 

aB, aB `: H" 


iw 
L 


а а: В, s. а„В,, 


aB, aB, ` aB; aB, aB, + aB, 
由 于 aa; (1523), І H (а; –а,)В, =0,19 В, =0O(0 j), В 
为 准 对 角 和 矩阵 , 即 
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B, 


例 17 证 明 :(4 六 一 14 和 4 其 中 4 是 2 Bi) ËF (n>2). 
证 因为 44 =А'А= |А|Е, ТИ 
(1) 当 |4| 关 0 时 ,4' = |A|A '. I 
(A*t = QAJA = АЈА! | • СААТ) 
=| A|” |A- 


1 -1ү-1 
ат ) 


= |A|” ААТА ТАА, 
(2) |А | =0 时 ,由 例 13 知 , 秩 (4) 魏 1. 
м n>2 ВЕ, КА" )" 0, КА" ) 1 =|A|" A. 


| 


с a 
a b 
CA |=А= lala; 
с а 
例 18 设 A,B,C,D 都 是 n NYE, ПЕН: 4 АС=СА ВА п] 
и Pj P -Iap-cB 
, С р А 


Ш THO EEF3835 A 


| E oja 8-[4 В | 
—CA ` EJlC D О р САГВ. 


А В| | E ° A ва В x 
c p| |-СА Ellc D| |O D—CA B 
=|A||D—CA 1B|=|AD—ACA 'B| 


=|AD—CAA 'B| = |AD—CBI]I. 
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例 19 设 A,B 分 别 是 nxXm 和 和 m Xn 矩阵, 证明: 
E, 


B 
=|E,—AB| = | Е„— ВА |. 
A E, 


Е, O||En В| |En В 
-А Е,||А Е,| |O Е, -АВ 


= |Е, | Е, -АВ| = (Е, — ВА |. 


ха P|. OEG lo 


E, B Е, 

ИЧИ 
= | Е, – ВА | |Е, |= |En — ВА |. 

0120 А,В nXm т Хи ЖЕ ,А50, ЕН: 
ЛЕ, – АВ | = 4" "АЕ, – ВА |. 


o-oo =. 


证 因为 


B i B =[ B | 
—A E Jl А АЕ, O АЕ,—АВ- 


所 以 
AE, В AE, В АЕ, В 
e a| alio ое o aan 
= }АЕ„||АЕ„— АВ|==А” |АЕ„—АВ|; 
又 因为 
Е, ВТЕ, О ХЕ, ВА В 
А ela к-С O а! 
所 以 
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AE, В Е, В || E, _|АЕ„—ВА B 
A Е | А АЕ, || -А E, ДЕ, 
= | AE „— ВА | |АЕ, | ==” |АЕ„— ВА. 
于 是 А" |АЕ„— ВА | = А" |АЕ„—АВ|, 
即 有 АЕ, АВ | = А" ”|АЕ„— ВА |. 


121 R A,B,C,D л 阶 方 阵 ,A 9. В. 


Ее О А В Е —A `B 
co 
一 C4-: E C D O E 


(1) 求 乘 积 XYZ; 


А 
(2) ШЕЙ: 


В 
=|A||D—CA В|. 


E A 有 1[ —A`'B 
пухул=[_ И | 
СА! C DIO Е 


É IB 7А в 
О р --САВ-О Е 


О 
О 也 一 CA4-:B | 
(2) 利用 题 人 1) 的 结果 得 


А O 
x= 


> 


О D—CA `B 
LAX |ХҮЛ| = |X| IYIIZI ,1X|=1,12Z1=1, 所 以 


A B 
C D 


A B 
| -AND 一 ca 
С р 


例 22 ТЕРЕНЕ ВЕ: 


|=14 ID—CA 'В|. 


| 
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2 1 0 0 
1 1 O O 
(1) A= ооо sl? 
0 0 1 3 
n 0 0 0 0 
0 0 0 1 
(2) A= | 0 0 0 2 0 


O nl O .00 
Ж ЯНУ). 
因为 A 一 | ?| | 


l —1 0 0 
— 1 2 0 0 
\ 一 1 — 
Да 0 0 3 一 5| 
0 0 —1 2 
. Ü ... 0 


OO 
| 
— 
Су =“ 
с 
а», 


0 0，… 0 1] 0 Ü +. 0 1/(n— 1) 


2 0 _ JO 0 = 1/(n— 2) 0 
7 一 1]0，… 0 0 l Ó >° 0 0 


l/n 0 0 0 0 
0 0 0 0 1/(n— 1) 
所 以 А=|0 0 0 1/(п— 2) 0 
0 1 0 o 0 
第 三 节 初等 矩阵 
主要 内 容 
l. 定义 1 由 单位 矩阵 经 过 一 次 初等 变换 得 到 的 矩阵 称 
为 初等 矩阵 . 
1 
1 
0 … 1 ; 行 
1 
Р(1,3) = с, М $ 
1 
l с 0 j 行 
1. 
1 
1 
| i fT 
Р(:(с)) = | ; 
1 
1 
1 Ё i 行 
Pp(i,j(k)) = : | 
1 j 行 
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2. 引 理 ”对 一 个 sXn EE A 作 一 次 初等 行 变换 就 相当 于 在 
А 的 左 端 乘 上 相应 的 sxs 初 等 矩阵 ;对 4 作 一 次 初等 列 变换 就 相 
当 于 在 4 的 右 端 乘 上 相应 的 ”xz 初等 矩阵 ， 

3. 初等 矩阵 都 是 可 逆 的 ,其 逆 还 是 初等 矩阵 ， 

PCG, 1=PpG,;j), LPU] SPGE), 
[PG ;(k))] = PCG, 3С А)). 

4. 定义 2 EER BIN H EBA 经 过 一 系列 初等 变换 得 到 ， 
则 称 和 矩阵 4,B 为 等 价 的 . 

等 价 具有 反 身 性 、 对 称 性 与 传递 性 . 


Е О 
5. 定理 1 В sxn А 都 与 一 形式 为 | 的 


O O 

矩阵 等 价 ,此 矩阵 称 为 4 的 标准 形 .等 于 秩 (4)， 

6. 定理 2 ?级 矩阵 4 为 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 4 能 表 成 一 
些 初等 矩阵 的 乘积 : 

A=Q Q: Qn. 

推论 1 两 个 sXn 矩阵 和 4,B 等 价 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 可 
Н s MER P 与 可 道 的 n MIER Q ,使 得 A 二 PBQ. 

推论 2 可逆 和 矩阵 总 可 以 经 过 一 系列 初等 行 变换 化 为 单位 
Ж ВЕ. 

ж BE АН # 21191 2213848462 АУ Е. 


疑难 解析 


怎样 用 初等 变换 法 求 可 逆 矩 阵 的 逆 和 矩阵 ? 

答 ” 因 为 可 北 抢 阵 总 可 以 经 过 一 系列 初等 行 变换 化 为 单位 甜 
Ë ,那么 用 这 一 系列 初等 行 变换 就 可 以 化 单位 矩阵 为 可 逆 和 矩阵 的 
J Е, Вр 

+ P.P. - PLASE, W) А S PnP aniti PE. 
所 以 ,车 和 可逆, 作 nX2n ЖЕКА: E) ,对 其 施行 一 系列 初等 行 变 
换 化 为 (E | A 1). Ж, А УЕН, Е УА. 
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也 可 作 2nXn 矩阵 | 会 |, 进行 初等 列 变换 , 当 4 化 为 E 时 ,EE 
即 化 为 4 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


矩阵 的 求 道 不 仅 在 计算 题 中 过 到 ,在 命题 证 明 中 也 经 常会 遇 到 ， 
不 仅 要 能 求 出 具体 的 数字 和 拖 阵 的 逆 符 阵 ,还 会 遇 到 求 抽象 矩阵 的 逆 和 矩 
ВЕ. 因此 ,熟练 掌握 可 逆 矩 阵 求 道 的 方法 与 技巧 是 十 分 重要 的 . 


例 1 ФА. 1 

1 1 —1 
a b 

cafe 2) асе а=: 1 | 
1 —1 0 


] 2 3 4 
2 2 3 
(3) 4 一 | 1 —1 0 ау А= Š 1 
1 1 1 一 1| 
—1 2 1 
1 0 一 2 —6 
1 1 1 1] 3 3 一 4 一 3 
1 1 一 1 一 1 06 1 1 
(5) A= ; (6) A= ; 
1—1 I — 5 4 2 1 
1 —1 —1 1 з 3 2 
13—5 7 2 1 0 0 
A= ° вуд $ E С ° 
oloo 1 2| 5 7 1 8 
00 0 1 —1 一 3 一 1 一 6 
2 1 0 0 O 
0 0 1 —1 | 
0 2 1 0 O 
0 3 1 4 
(9) A= (10) А= 0 0 2 1 O 
2 7 6 —1 
2 2 —1 0 о 0 2 1 
0 0 0 0 2 


к рК АЖНО: 

СФ 伴随 矩阵 法 ,适用 于 п<4 的 矩阵 ; 

@ 初等 行 ( 列 ) 变 换 法 ,适用 于 一 般 和 矩阵 ; 

О 待定 元 素 法 , 设 4"! 二 (a; ), 利 用 比较 等 式 两 边 对 应 元 素 
求解 .适用 n 较 小 或 形式 较 特 殊 的 矩阵 ; 


о дижи, жне “| 或 | 5 алани вира. 


4 — b 
(1) ШЕШШ ВЕЗЕ. ВУ 1А =ad— be A =| | 


с а 


а] 
所 以 А1= a -| М 
1 1 ~l 

Dap ı 
1 一 1 


| 


0 
1 
—2 1}—1 0 
1 


| 


л бсо СС 
сз о ке O © me O со ҥе 


0 1⁄3 一 2/3 
1i —1 2⁄3 —1/3 


1⁄3 
| 


— 1/3 


DOD нао о ке о 
| 
Cn Ё 
юз [м 
| | 
М о 
= С о 
а] 


0: 0 1/3 7] 


> 

| 
С 
O Ф 
= — 
“ы ы, 
CO Qa 


所 以 


| 
№5 
— 


2 2 3 
(3) азю-| 1 —1 0; 
一 ] 2 1 
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— 3 
— З 
4 


жож ы ú ж ы Ае = m m w x= = x от 


所 以 


НИ 
D Ф O rm 
O O m= O 
O m O о 
— O o D 
ч" CN r <DOO 
C ro =— N] 
сач cb =ч о 
ч Q. rd =ч 
L_ U U. uU u. 


(4) (А : Е) 


2 
š 


— 6 
О 
0 
l 


Cq ee — м 

ооо = 

O ©» ri Ф 

O m Ф OO 

ч © Ф Ф 
| 


(5) ЖРА 的 特殊 性 ,因为 
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3 3 —4 —3:1 0 0 0 
0 6 1 1:0 1 0 0 
6) (А! Е) = 
(6) ‹ 54 2 10010 
оз 3 2:0 0 0 1 
1 0 0 0: —7 5 12 —19 
0100 3 —2 —5 8 
0010: 41 一 30 一 69 uil 
0 0 0 11—59 43 99 一 159 
—7 5 12 —19 
3 一 2 —5 8 
所 以 A` = 


41 —30 —69 111 
—59 43 99 一 159 
(7) H 4 为 三 角形 矩阵 ,14 二 1, 得 
| 1 —3 11 一 38 


A 0 1 —2 7 
0 0 1 =? 
0 0 O 1 


2 一 | 0 0 
=] В! О |- — 2 0 0 
A = — Гу! 一 1 ne i ° 
D СВ D 
2 一 2 1/2 1/2 


0 0 1 —1:1 0 0 O 
‚ [031 40100 
9) AiB=|, 7 6 —1 0 O 11 
1 2 2 —1:0 0 0 O 

100 0;—1/6 1⁄2 —7/6 10/3 

0100 —7/6 —1/2 5/6 -ah 

loo10: 3⁄2 1⁄2 —1/2 1 
0 0 01i 1/2 1⁄2 —1/2 || 
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所 以 A 一 3/2 1/2 —1/2 1 
1/2 1/2 —1⁄2 1 
2 1 0 0 0:1 оооо 
0210001000 
(10) (А}Е)=|0 o 2 1 000100 
0002100010 
00 0 0200001 


1 0 00 0:1/2 —1⁄4 1⁄8 —1/16 1/32 
01000: 0 1/2 —1/⁄4 1⁄8 —1/16 


—+100100: 0 0 1/2 一 1/4 1/8 
00010 о 0 0 1/2 —1/4 
00001 0 O 0 0 1/2 


1/2 —1/4 1/8 —1/16 1/32 
0 1/2 —1⁄4 1/8 1/16 


所 以 4 = | 0 0 1/2 —1⁄4 1/8 |. 
0 0 0 1/2 —1⁄4 
0 0 0 0 1/2 


例 2 用 两 种 方法 求 4 WHE 
l l; 1 1 
| 


—1: 1 —1 

А = | --..-------.- Wa 
1 1 :一 1 —1 

1 一 1 1 一 1 1 


(1) 用 初等 变换 ; 
(2) ЖА 中 划分 ,利用 分 块 乘法 的 初等 变换 . 
. 199 。 


(1) 


—1/2 0 0 


0 


O 


1 


—1⁄4 


1 


= m= =m -— = = м д = = = = = жо = = жшт = = 


— 1/2 


= w m = w = +. = а == == = 


1⁄4 1⁄4 


1⁄4 


„оъ == = = = жо = = == = = = = = = = 


0 1 0 0 


1 


1 


所 以 
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В 
(2) 记 4=| 


B 1 1 
9 В = А 71 
В | 式 中 Ë | B 
1/2 | 1 р 4 
一 一 此 . T= ` 
M —1/2] 2 因为 C D 时 
г] (A—BD О)! 
— СА Вр С) D- 


— (A~ BD’ O BD ' 


'C(A— BD’ C) BD ' 十 万 ' | 
所 以 


m-f (B-BB—> B)? -(B-B(-B~')B)B(-B 
(-В 18-18): (-Ю-1КВ-К 


AH (B 一 B( 一 


1 


єр] 


Б! 


В) 
-B7107 B-B 
В)! B) =(B+B)~' = (2B) 1=58 


= 1 
2 


В ' В 


1 
? 

二 

2 


а [1/2B 1/287 
1/2B-: —1⁄2B`'! 


В В 
4\B —B 4 


B' —B 


例 3 ШАБ 4 nXn EBE, НКА) =r 证 明 ; 存 在 一 个 
Xn 可逆 矩阵 了 ,使 PAP-! 的 后 mn 一 r 行 全 为 夫 
证 因为 秩 (4) =, ИЕ Г ВЕ P,Q, 使 РАО = 
E, О (Е, Оу |, 
(О о) I PAP -[ oe р^!, 
В С 
设 Q 1P' 一 (” r] MORA 


РАР \=(” 人 С 


О О/\р е) (о o) 


O O 
因为 B,C 均 为 r IEE, ATA PAP 的 后 


п 行 全 为 零 
йз соте ш( _， ) 表 为 形式 为 (。 了 ) 与 { ,的 
害 阵 的 乘积 ; 
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b 
(2) a= [° AABE., 141 王 1] 证明:4 可 以 表 为 


形式 为 (1) 的 和 矩阵 的 乘积 . 
解 D 表示 法 不 是 唯一 的 . РИШ: 


1 
(° 0 | eet-en (° 1 | с (1 а)е | 1 1 | 
0 a`! 0 ат! a 1l—1 a`! 


а+(1—а lr (. | 
0 1/ 


mafa lo a) a Jha 0) 
_1 -1 -1、-1 
о МЫ 1) f Jha ' Ë | | 
Е 1 0\ 71 1 1 О\,1 ~a 
(а (o аа jl, ] ): 


0 
(2) 车 a+0, Ж А с, X (— a 15) I 2 o 上 ,得 { y) 
С 


0 
d'=d—a 'bc=a 1; п Хх (ас) =, 上 得 б 1 ) ‚ ВП 
а 
《1) 的 情形 ， 
Ж а=0, < 天 0 ,将 Үэ 加 到 ri 上 得 


М5 БА Ж пхп ЖЕЕ, A| = 1. ПЕ 8Ң:А 可 以 表 成 
P G, CR)) 这 一 类 初等 矩阵 的 乘积 . 
证 用 数学 归纳 法 证 明 . 
当 n=2 时 , 即 例 4 中 题 (2) 的 和 情形, 故 成 立 . 
设 在 n 一 1 情形 也 成 立 .下面 证 明 在 情形 成 立 . 
(1) ФА Ban0,Xf A Т-К РС, ЈА), ИП 
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И “жни кит 


C 


l— az 
rz 十 r / f 
амм 22 а» ац 1 1 а›› а» 
— 
a 1 а „2 a n An а „ә A pn 
f 
1 12 Ain ] 0 0 
/ , 
ri T+(1—an)ro 1 а ә ... Azn О б, ... р», 
— _— > 
а „д а „92 а ЖИ Ü b 2 D 


故 |4|==18|=|1B | 二 1, 于 是 ,由 归纳 假设 
В, ==Р, Ci ji(h D, P.G. ,j,k,)), 
1 О 1 О 1 О 
得 в= |, в 1-10 МЕР p 1200. 
其 中 Q QQ 为 n ВРС, ЈУ Е. 
由 于 4 可 经 一 系列 初等 矩阵 来 积 得 到 召 , 从 而 
A=R,--R BT T. =R ROOT , 
APR G=1,2,-.,t T, Q= 1,2,: r) n PG jH 
等 矩阵 . 命题 得 证 ， 
(2) ал =0, ШНА | =1520, EVÄ — 1 a 20, #17 — 1 n 
阶 P(Gi CR)) 初 等 变换 即 可 将 а № ја 位置, 即 ( 人 1) 的 情形 . 
16 设 A=(a;),, ,B= 二 (5;),n , ШЕВ: 
Ж (А,В) SRECA) +B) n. 


єт, 人 1 


Е ОЛО Е, LE, В О —Е, 
п] z , Er VÀ 
ñ ов oJ gfi ав) gfe ав] 
秩 (4) 十 秩 (B) 人 < 秩 后 Bl E, О Е, О 


二 秩 (4B) 十 秩 (E,) 二 秩 (4B) 十 nn， 


所 以 Ж САВ) ZPC) -#(В) 一 nn. 
例 7 ЖЕТЕ Е FE X; 2 B , ШИЕ Ж 
ОРЖ. А тхе р, ДА 是 列 满 秩 的 充分 必要 条 件 


ERE т РЕР, Ф А=Р| | 


同样 地 ,4 为 行 满 秩 的 充分 必要 条 件 是 存在 r ВРА ЕО, 
fE A=(E„ O)Q. 


E, 
证 ШАР |] P Em Br B] Е, ШЕ СА) = 


к ев) = AT АЕ 


必要 性 ” 设 秩 (4) 一 ~, 则 4 必 有 一 > 阶 子 式 不 为 零 , 设 这 -一 > 
阶 子 式 位 于 4 左上 和 角 ( 和 否则 可 通过 初等 行 变换 实现 ). 
(1) Æ au 关 0, 则 可 通过 初等 行 变 换 化 4 为 


# # 
] di? *** Ain 
/ 
Ü @ 22 (to 
Ў 
4 一 -| ” ” |=A’， 
f # 
0 An? й nn 


(# aun 二 0, 可 通过 行 变 换 , 使 an ал Л). 
(2) Æ az 天 0, 则 可 通过 初等 行 变换 化 4 为 


# ГА 

1 О © үз s.. Ain 

/ H 

, 0 1 аз a, 
А —— | , 

H H 

0 Ü аз * am 


(车 a 二 0, 可 通过 行 变换 ,使 o 位置 元 素 不 为 零 ) 
Е, ГЕ, 
如 此 > 次 , 则 al | , 即 存在 可 道 阵 Pp, 使 PA= р | 


行 满 秩 情形 类 似 可 证 . 
例 8 mxXn 和 矩阵 A WRH r WER A mX yr ЮУ ЕЕЕ Р 
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Ar Xn KITARE EE Q ,使 4 一 PCQ. 
证 ARARA) =, ТЕ НГЕ Paxsa Q,x, ,使 得 


мо-[$ Omar (5 Ор 


ei at ie o 


E, O 


А АР" O O 


| = pho „QAP, Q. 


P.. 
式 中 Pi 一 | ， | 是 了 的 前 > 列 构成 的 列 满 秩 垂 阵 ,Q, = (Q. Q.) 
是 Q 的 前 + 行 构成 的 行 满 秩 和 矩阵. 
| A 01 
Hi 9 证 明 : 秩 | Ө р СА) В), 


Ш ECA) =r, (B)= 5, {1 {ЕН 16 Р,,0, Ж P,Q., 
使 得 


wo-[ Ө} mao-[ о] 
Е, 
wm 
О 
因为 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 故 
Е, Е. 
во ева | 


=, 5= (А) T Fk (B). 
例 10 WPH: 
• 205 ° 


саз т ВСА СВ-ВО). 
D В 

P 
证 RARP OSEPHEO R| |в) яи 


А О 
< 妇 秩 (4A,O) 十 秩 (D ,了 
Ж» 5] 秩 (A,0) 十 秩 (D,B) 


<#С(А) + #k (B)+# (D) + #k (B> 


= (А) + #k (B)-+ # (D). 
ВИСА) =r, (В) = 5, W] 
Е О О О Е, 
А О о о O O Е, 
Ё 5 一 D р, E O| _ p. | 
D D. O O O 
所 以 


А О 
ap p ВСАА СВ ВЕСА) КСВ). 


从 而 命题 得 证 . 


ип Жа урусо 其 中 


2 1] 3 2 0 —1 
A= , В = ， C= 9 
1 2 1 1 2 一 3 
2 3 9 4 1 —2 
D= ? P= , Q= , 
—6 —13 å 3 6 4 


Ж ”因为 4A,B 可 道 , 所 以 ,有 
X+A BY=A P, 
Cpc 
将 两 式 相 减 ,得 
(A1B—C'1DYY=A !P—C` :0. 
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因为 | 


23/3 12 


е 可逆, 所 以 


Ү= (А 'B—C 'р) (A 'P—C 0), 


ДАЛ P-e o=] 


-4 
Y= 直 | _ 


9 
1 


19/6 —10/3 


2/3 БИГ 


_ | Аун х= 


70 


— З 


—2 
24 
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第 五 章 二 次 型 


二 次 型 的 理论 不 仅 在 几何 学 而 且 也 在 数学 的 其 它 分 支 以 及 物 
理 .力学 上 都 非常 有 用 . 通过 矩阵 乘法 将 二 次 型 与 对 称 矩 阵 联系 起 
来 ,同时 也 使 对 称 和 矩阵 问题 可 以 用 二 次 型 方法 解决 . 重点 是 化 二 次 
型 为 标准 形 , 正 定 二 次 型 与 正定 矩阵 的 判定 与 证 明 . 


第 一 节 ”二 次 型 及 其 矩阵 表示 ”标准 形 


主要 内 容 
1. 一 个 系数 在 数 域 P 中 的 VERE TE Т 的 二 次 齐 次 多 项 式 


fe, oLz" Z, ) 
=ауулй Hagari: He +-2aí,xiz tanri Кб Бах? 
称 为 数 域 P 上 的 一 个 nn 元 二 次 型 (简称 二 次 型 ). 
2. ЖХ Ü zi Zi yi, 是 两 组 文字 ,系数 在 数 域 P 
中 的 一 组 关系 式 
х1 = Cn у Ес ton ys 
Lz = сд ур F c22y2 十 … 十 Conyn， 


Ln ca у Fc, y T Tc. y, 
称 为 由 Li > °° y Z, 到 Yis 52," У, 的 一 个 线性 替换 . E RAIT 
Ў] | с 1 关 0, 则 线性 替换 称 为 韭 退化 的 


ајр di Ain 
Qar аз `` dion 

3. A= ° . е Ө 
а 1 An? С rn 
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称 为 二 次 型 的 矩阵 , 因 а, =а, (i,j 二 1,2,…,n), 所 以 A 二 4 ,二 
次 型 的 矩阵 都 是 对 称 的 . 
& XS (Tirs Ln) , 则 二 次 型 可 表 成 
f( ai zy z.) =X АХ. 
4. AZOR P Ени хл EREC, E В=САС,Ш% Д5 
P 上 的 nXn 和 矩阵 和 A,B 为 合同 的 . 
(1) RAE A=EAE; 
(2) 对 称 性 ”由 В=САС, 815 A=(C'1' BC; 
(3) 传递 性 ”由 А,=С,АС, ЖА, =C,A,C, , 即 得 
А; = СС, АС,С, == (С, С, )'А (С,С,). 
5. 定理 1 数 域 P 上 任意 一 个 二 次 型 都 可 以 经 过 非 退 化 的 
替换 变 成 平方 和 的 形式 : 
dz 十 dz 十 十 CT D 
ВПУ FER УЕ ВЕ A, RT RAA ERE C, 使 CAC 
RAT Ж Е. | 
#С(хжу,х»,*** Ts) ==4ух td; xi +. + d.z° 
PRA f(zi Erst ,Zz; ) 的 一 个 标准 形 . 


疑难 解析 


化 二 次 型 为 标准 形 有 哪些 方法 ? 具体 怎样 实施 ? 

5 ”常用 配方 法 .初等 变换 法 ELERA. 

(1) 配方 法 :关键 是 要 消去 交叉 项 . 

a) 若 二 次 型 含有 平方 项 与 交叉 项 . 先 将 含 z, 的 各 项 集中 一 
起 配 成 完全 平方 ,再 将 余下 项 中 含 z, 的 各 项 集中 一 起 配 成 完全 平 
方 , 如 此 继续 ,直至 将 各 项 都 配 成 完全 平方 . 注意 :每 次 只 对 一 个 变 
量 配 平方 ,余下 项 中 不 再 出 现 这 个 变量 .用 新 变量 代替 各 平方 项 中 
的 变量 , 即 作出 一 次 非 退 化 线性 替换 ,同时 可 立即 写 出 其 赣 变 换 . 

b) 若 二 次 型 中 无 平方 项 ,只 有 交叉 项 , 先 用 平方 差 公 式 , 再 
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用 配方 法 ， 
如 车 a; 关 0 (i 关 j3i)j 二 1,2,…,n), 则 作 


х= уу, 
Ti у, 
将 Гбх, Рул ,yo，…,y,), 其 中 至 少 含有 平方 项 
,yi，, 盏 用 配方 法 . | 

(2) 初等 变换 法 :用 非 退化 线性 替换 X= Cy (k =X Ax 为 标 
准 形 ,相当 于 对 于 对 称 和 矩阵 А 找 一 个 可 道 矩 阵 C ,使 CAC= D 为 
ЖНЖ. 

因为 C= P, P; "P, (Р, ‚Р, , P. Ea m ВЕ), 8 

P; P} PAP, P,P, =D, EP, P,-: P, =C. 

所 以 ,用 初等 变换 法 化 二 次 型 为 标准 形 步 又 是 : 


a) 写 出 二 次 型 了 的 矩阵 4 ,构造 矩阵 | 人 | 


b) 对 4 进行 初等 行 变换 与 相同 的 初等 列 变换 ,把 A 化 为 对 
角形 矩阵 DD; 而 对 EE 只 进行 与 4 相同 的 初等 列 变换 ,化 五 为 C, 有 
CAC=D. 

c) 写 出 非 退 化 替换 Х ==CY, 化 二 次 型 为 标准 形 f =Y DY. 

(3) 正 交 变换 法 ( 见 第 九 章 ). 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


切实 掌握 化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 . 要 求 能 熟练 地 将 一 个 二 
次 型 化 为 标准 形 , 并 写 出 非 退 化 线性 退换 

例 1 用 非 退 化 线性 变换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 , 并 利用 矩 
阵 验 算 所 得 结果 . 

(1) —4х х, 2r, xı j 2x; хз; 

(2) х +225, Б255 + 4х„х; +4zxš; 

(3) х2 — 3х5 — 2x, x: 221.5: — 0x Xi} 
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(4) 8ziz +22032. 22.73 870,2; ; 

(5) дух Hti z; аа, + zszs T zx 24 T Zs 24; 

(6) х2 +222 + x2 tAr r HAr ax F 2zi z, T 2=; z; 22020. + 
22324; 

(7) r tarta t at 2005 20553 253204. 

Ж ”分 清 类 型 ,选用 适当 方法 . 

(1) 无 平方 项 型 . 令 


х= T уз, 
Lı У 7 Уз • 
Ty T Yz’ 
则 f =— 4y +4у tiy уз = – (25 — уз) T 42 + уз 
=— x 422 + zx. 
1 1 
212 уу з war 123. 
== ‚ => 
由 22 Уг y, = Z, 
= 235 Уз 一 Жз, 
x =}; 十 之 +1, 9 
сод 2 2° 1/2 1 1⁄2 
从 而 _ 1 1 一 > 变换 矩阵 了 = |1⁄2 一 1 1/2 |. 
TH LD 
Q 0 1 
23 一 之 3 $ 
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f= EA + z, )° 十 (x 十 2X3)? = yt + уд. 


у= тул?» Zi 一 太一 和 2 十 433， 
由 Уг = хз TZL s =< 05 一 У LY. 
Уз 7 Хз» 2з < Уз» 
1 一 上 2 
得 变换 矩阵 T=|0 1 —2|, 
Ü Ü 1 
РТИ 
1 0 į} 1 gpl —1 2 
TAT=|—1 1 01 2 2|0 1 —2 
2 —2 1110 2 410 О 1 
1 0 0 
= |0 1 0. 
о 0 0 


(3) 三 一 《Zi — 29 十 zy 六 一 (27， + z; ¿= y? — y>. 


ад 
У 3 Lo F Z. i У 2 У2 2 Уз » 


由 y: 7 2123 Tx, , => x, = 1 = уу, 
Уз 一 Хз» ё 2 
23 T Уза 
1 1⁄2 —3/2 
得 变换 矩阵 Т= 10 1/2 —1/2|\, 
0 0 1 
所 以 
1 0 0 1 一 1 1711 1/2 
T'AT = | 1/2 1/2 011—1 一 3 一 3110 1/2 
一 3/2 一 1/2 1 1 一 3 0110 O 
1 0 0 
一 |0 一 1 0 
0 0 0 


—3/2 
—1/2 
1 


(4) 无 平方 项 型 . 令 
21 = у! + у, › 
х= уг Туз À 
Ty = у; Уз , 
24 — У} п» 


HJ f =8у: —8у: 10у, у – 10у: у, бу уз — бузу 25—255 
5 3 2 5 3 2 
=8[ y у» +) —8(эу е он) +2у5 —2 у; 


= 8z 222—225 — 824, 


5 3 5 
z = T g 52 ure. yi 2 g Ии 8 3” 
Z = , 一 9 
由 2 yz Уз 之 2 
Z3 一 Уз • Уз 一 23» 
5 3 5 3 
z, 一 gy + Жз ys y= g BY 
5 3 
noa 4“ 4 3 F z4, 
== < T 7 22 +z, 
Хз 一 Ра, < 9 
к э 一 之 |  Z4 
1 —5⁄4 —3⁄4 1 
0 1 1 0 
1А ДЕ Т= , 
得 变换 矩阵 5 1 —1 А 
] 0 0 — | 
所 以 
1 0 0 1 0 0 rl 一 5/4 —3/⁄4 1 
— 5/4 1 1 01100140 1 1 0 
ТАТ = 
一 3/4 1 一 1} 0|I010 1110 1 — ] 0 
1 0 0—1114 4 1 0111 0 0 —1 
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0 
02 о 0 
0 
оо 0 一 8 
(5) 无 平方 项 型 . 令 


ху = у Гуз, 
XZ, Yi Yz» 
Хз 一 уз T Oa o 
Xy — Уз T Yi? 
则 f=y yty y H AE (у F2y y; y 4. 
= ур 1253, у = 223, 
由 之 2 Уг • -> y? 之 2 9 
Z3 一 Уз» Уз 7 23» 
Z y4， y, — Z4 5 


Li = = T zx, 2zs 


To = x, — z, — 2Z3 9 


=> 
L; 一 23 А2, › 
T, — 24 24 
1 1 —2 0 
| 1 -1 —2 O 
得 变换 矩阵 T= , 
0 0 1 1 
0 0 1 —1 
所 以 


1 10 ого 1/2 1/2 1/2111 1—2 0 

1—10 0111/2 0 1/2 1/2||1 —1 —2 0 
—ə —2 1 1||1/21/2 0 1/2||0 0 1 1 

o 01 -—1J11⁄2 1/2 1/2 ojlo 0 1—1 
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1 0 0 O 
0 一 1 0 O 
о 0—3 O| 
0 0 0 一 ! 
当 f 的 标准 形 为 yi 一 yi 一 yi 一 3y4 时 ,线性 替换 的 矩阵 为 
1 1 一 1 一 1 
c= 1 —1 —1 _1| 
0 0 1 —1 
0 0 0 2 
还 可 以 用 例 7(2) 的 方法 解 , 则 标准 形 与 线性 替换 的 矩阵 又 不 相同 . 


>. 
(6) f = (а +22 +2203 +z) —2 (=, +z +z ) 


++ +r) 
1 
= у 2y; 2-53. 


у =>, + 2x;,; + 2x, + 4+ t =y 2 + Уз Ул, 


由 Yz rm zo X: = ур уз yo 
ys 一 Xs 十 “x, 23 = Ууз У4 » 
у 一 Xas х. = Ya’ 
1 —2 1 —1 
| 0 1 —3⁄2 1 
得 变换 矩阵 r= o | | 
0 0 0 1 
所 以 
1 0 ©отп 2 2 1 —2 1 —1 
2 1 00112211 1 一 3/2 1 
ТАТ == 


О 
0 —2 0 0 
0 0 1/2 0 

0 0 0 0 

(7) f =i t (z, T+ z; Бхз) + (z; tar) — (m; + zs) 
= уі у уз у, | 


yi 2, ху уу, 
уз = ху Бх хз, 23 一 Уг У» 
由 一 > 
Уз T хз 十 ZX， у Yi +y. 
У Ж, Tts х= У Fy у, 
1 0 0 0 
0 1 0 一 上 
Т= $ 
得 变换 矩阵 Сууу 
1 0 0 —] 
所 以 
1 0 一 1 пг 1 0 0 1 0 0 0 
0 1 0 0!{1 1 1 0 0 1 0 —1 
TAT = 
0 0 0 110 I 1 11 一 1 O 0 1 
0—1 1 一 IJ 0 1 1 1 0 I —1 
1 


—1 

将 一 个 二 次 型 f 经 非 退 化 线性 替换 化 为 标准 形 ,标准 形 不 是 
唯一 的 .不 仅 采 用 不 同 的 方法 所 化 成 的 标准 形 可 能 不 同 ,就 是 采用 
同一 种 方法 ,由 于 替换 不 同 ,所 化 成 标准 形 也 可 能 不 同 .但 是 ,该 二 
次 型 的 秩 . 正 负 惯 性 指数 是 不 变 的 ( 见 第 二 节 )， 

例 2 证 明 : 秩 等 于 7 的 对 称 矩 阵 可 以 表 成 7 个 秩 等 于 1 的 对 
PREREZA. 
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证 设 4 是 任 一 秩 等 于 > 的 ”级 对 称 和 矩阵, 因为 对 称 和 矩阵 总 能 
合同 一 个 对 角 和 矩阵 ,故人 存在 一 个 可 逆 阵 C 及 非 零 数 4, , d, "1, ,使 


а, 
d, 
САС = D= 
0 
0 
0 
di 
0 dz 
0 
0 
0 
d, 
+ 
Ü 
0 
=), +D, +... +D,, 
则 А =(C) ` AC=(C ) (D, +D,+-:-+D,)C 
=B, +B, 十 … +B.. 
式 中 В;(т=1,2,.— ,7) 是 秩 为 1 ВХР ВЕ. 
例 3 WH. 
А Ài, 
А А, 
| 5 合同 ， 
А, А 
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式 中 11 12 ***1, 是 1,2,..,n 的 一 个 排列 ， 

证 对 二 次 型 

ftir sr) Ал БА, а tee Anr? 
施行 线性 替换 :>y, = л, ya , 则 得 
РС za s En) SAn Yi TA, у ЕКА Ул, 

从 而 知 两 矩阵 合同 . 

例 4 设 A 是 一 个 n WERE. WESH: 

《1) 4 是 反对 称 矩 阵 当 且 仅 当 对 任 一 个 盖 维 向 量 瑟 ,有 X AX 
一 0; 

(2) 若是 对 称 和 矩阵 , 且 对 任 一 个 nE X, A ХАХ=0, 
Д] А=0. | 

证 (1 设 有 4A 二 一 A ,有 即 A БХК. MJ H FX Axy = 
XAX, 必 有 

XAX=X(—A)X=-—(XAX) =—XAX, 

从 而 X'AX=0. 

Б.д, А Е—Х#ЯВХАХ=0,& А=(а„), ХХ = z = 
(0,… ,1],…,0), 则 由 题 设 知 g, Ag. =a; = 0. 

ER X ==; +e; , W 

Х'АХ =a; Ра; Ка, Ка, =0, 

从 而 知 Qij 十 a; =0,19 а; = а; ЖАБ УЖЕ. 

(2) AJEET n ÆR Х Н X АХ =0, ДЕНЕСІ), 
4 是 反对 称 的 . 又 由 题 设 知 4 是 对 称 的 , 故 由 4 二 一 A ,4 一 4 => 
А=—А=>А=0. | | 

例 5 ЖЕ п 阶 对 称 矩 阵 按 合同 分 类 , 即 两 个 实 п 级 对 称 
矩阵 属于 同一 类 当 且 仅 当 它们 合同 , 问 共 有 几 类 ? 


A 共有 六 Cn 十 1)(n 十 2) 类 
НУ, Жа КЖЕ А УВ 合同 , 则 
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d, 
P'AP=CBC= А (4;,550,1=1,2,+е›,). 


0 
对 相应 二 次 型 考虑 d, 取 值 的 正 负 可 分 为 : 
r 个 正 ,0 个 负 ;7 一 1 个 正 ,1 个 负 ;…,1 个 正 ,r 一 1 个 负 ;0 个 
Esr 个 负 jË 7 十 1 类 . 
ХХ 0,1,2,…,2 故 共有 类 数 


1 二 2 十 … 十 n 十 Cn 十 1 二 地 Cn 十 1) Cn 十 2). 


例 6 证明; 一 个 实 二 次 型 可 以 分 解 为 两 个 实 系数 的 一 次 齐 
次 多 项 式 的 乘积 的 充分 必要 条 件 是 , 它 的 秩 等 于 2 和 符号 差 为 零 
或 秩 等 于 1， 

证 必要 性 W 

(Zi yzz En) 

= (а, х Hazx F Жа„х„) (bizi +з ж; T Tba). 

(1) 若 56, 二 ka， (i 二 1,2,…,n) ,不 妨 设 @ 20. < 

у ж=ауху Бах Fe Ta,z,, 


УУ, (i=2,* n), 


则 f(x, 9 T2 rett Ln) | rep У» 
故 F(zzz，…zo) 的 秩 为 1 
(2) 若 系数 不 成 比例 узе. 令 
а} 42 а, 
у = ах Нах F° Ta,z,s b Db "*° b, 
-er +6, 2 Hee + b,z, 7 І Pi ' = 0 0 1 u 
y; = Ti (1=3,•**,п), Ы . И 
0 0 1 
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则 f xis z: t En) | rep y Уу Уг. 


1 1 
У = 21 T 22, 1 —1 
н ВИ Р, = 1 , 
у; == 2; (1=3,---,n), ° 
1 
则 РС Za s Ta) |rap y 5 у Уз | =s = zi— 23. 


放 二 次 型 РС, zzz) 的 秩 等 于 2, 符号 差 为 零 . 
充分 性 Ж Fzz，…zo) 的 秩 为 1, 则 经 非 退化 线性 替换 
可 化 为 f(z s Erots En) | sp Еу, ШЕН у= Рх A, yi Saa t 
azs Xz 十 … 十 a,T,， 即 得 
f(zi £2, Zn) = (ах Баж + +a,z,)°. 
# fa, ,2 9 Ln) 的 秩 为 2 ,符号 差 为 零 , 则 必 存 在 可 逆 阵 
Р. 使 得 
fxi Lz s**t Tn ) | ,py = ут у? == (уу Fyz) yı — уг), 
其 中 у, 与 у, 均 为 zi z; z, 的 线性 函数 (一 次 齐 式 ). 于 是 ,可 
ë 
yi Ty, арх TFa,z; ++ +a,z,, 
yi у =b бх 4. + b,z,. 
即 知 f(x) 5025", ) Н] & k РЧЛ — 1k Fk ЗЕЯ. 
例 7 用 非 退 化 线性 替换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 , 并 用 和 矩阵 
验算 所 得 结果 
(1) дж, Ta Tan it Tt 
(2) ZiTZa 十 ZzT3 十 十 并 1 


(3) У + У! х.х, $ 
à=] 


IKin 
(4) ` (x; ж)? з= 10а фае а). 
t=] n 


Ж (1) 是 无 平方 项 型 . 故 设 
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усу, + уз, , 
To — у; + yz,_1 , 


x, — y, 十 Yatı ? 


Ж„-—1\ 一 yn Yn+l 3 


293-17 У VY2n—l1? 


Lon Ул Yn? 
1 1 
a С 1 1 
和 一 Í 
1 —1 
RA f 即 得 了 的 一 个 标准 形 
н ы h n 
1 
1 
可 以 验证 .CAC= _, 
— 1 
(2) 奉令 „= 1075 ж} =з лз пра 


yt — y> = хх + 2,23. 
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O xit titi T Z;+2 
yi 


Ti Liti + Zi+2 


yi+1 一 ° (1=1,3,5,,**,п—2), 
У. = ХЕ, 
得 f=y — у ty у уб Ynn. 
№ ?2 一 4& 十 1 时 ， 
1 1 —1 —1 -1 一 1 1 
1 一 1 0 0 0 0 
1 1 1 1 一 
С= 1 —1 0 0 
1 — 1 0 
当 nn 二 4 十 3 时 ， 
1 1 一 1 —1 1 1 一 
1 —1 $ 0 0 0 0 
1 1 一 — 1] 
C= 1 一 0 0 
1 —1 0 
可 以 验证 ,总 有 
1 
— } 
1 
, —] 
С АС 一 
1 
— 1 
0 
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— fi + Ti+ х; 


Е 2 ) 
y = 2—2 26, 
natr, 《一 1,3,5  n— 3), 
Уна Ту, 
nl “X, 
Yn 2 
得 f=y ту yi у Бубу y. 
1 1 —1 一 } — 1 
1 —] 0 0 0 
1 1 1 
当 n= 二 4k 时 ,C= 1 一 上 0 
1 
| 1 
1 1 —1 —1 1 
1 一 1 0 0 0 
1 l. 1 
当 n=4k +2 时 ,C= ] —1 e 0 
1 
1 
1 
—] 
1 
可 以 验证 ,总 有 CAC= —] 
— 1 
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(3) 用 配方 法 ,将 f 配 成 
r= (ж ++ >=) +Š [= ++ Dx) + 


)j=3 
ntl ， 
rt, 


(а) t 


y = Xl 十 地 Улу, 


2 23 


Уз 一 x; 十 一 У, 9 


1 
yi F La TTT? 
У, 一 2, 3 
ааа 
1 Yı 2 92 3 ӘЗ no”? 
— _— l — 1 
Tz Yy? 3 УЗ n?n? 
=> 
= _ 1} 
nl . yn 一 1 nor? 
Ln 一 Yn’ 
ntl ， 
则 .了 一 yi 十 一 十 зе туў Те zG T>" 1 十 2 л Уп» 
1 —1⁄2 —1/3 + —1/ял—1 —1/п 
1 —1/3 ++ —1/я—1 —1/n 
替换 矩阵 С 1 с. 一 Un 一 1 —1/n 
1 —1/n 
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3/4 
| 4/6 
经 验证 CAC= i | 
n/2(n— 1) 
(п+1)/2л 
(4) 作 线 性 替换 
TI == 2y + 2з 
y Xi x=, , 
Уг =L T, T2 = y + 2y + Ууу 
i=3 
: => 
Уһ) =La- T, м9 
Yn Tns Tn-l Ууу: + 25у, + у, ° 
{= 1 
+, — Yr’ 
п—1 п ә и— 1 п —] , 
则 f= Уу + (y, уә) = > + ( yi) 
і= 1 i=] i=] =] 
1 
=2(> y+ Уу уу; (由 题 (3)) 
i=] 1 рт l 
=, 
2 1 1 … 1] 1 
1 2 1 - 1 1 
| 2 … 1 1 
Жер C= | 
1 1 l = 2 1 
0 0 0 = 0 1 
Шз 设 实 二 次 型 
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Jf (Qa Z; | Tn) = > (аах Б азх + * +a,zr,)°, 


t=1 


证 明 : f(zi zw…zo) 的 秩 等 于 和 矩阵 4 的 秩 . 


(111 U12 Ain 
A а) do do, 
ад d б Asyn 


证 令 y,=aami tagt tte Бах, (1=1,2,++,5),}Дх= 

(Ti s£, En) у= Су, 9? .JW2 9 "" Yn) ; 则 у= Ax , $t 
f= 2 у= yy =x A'Ax. 

于 是 ,f(z st  z,) КАРТ AA АВЕ, КСА А) = (А). 所 
ACSC stts) = RCA). 

(因为 对 Ax=O 两 端 左 乘 4 ,得 44x 一 0, 故 WCGCWw; 又 
对 A'Ax =O 92:3 x ‚1$ х А'Ах= (Ах) 'Ах= 0, Ax= (y, 
Уг sYa) ‚ДД ЕЩ (Ах) Ах= у + у + у =0= у == у, =+. = 
У. =0=>Ах= 0, В} Axr 二 0, 从 而 Wa SW ,. EE u W =W,.. 
ТЕЖА) =#(АА). ) 


例 9 ваа А. йере Н lAn 1960, 
在 T=|。 | 使 得 AT 一 [ |же, 表示 一 个 级 数 与 


А. ЖААЖ РЕ. 
证 因为 4 =A, MA Anr = А, Hl 2 ag Jy BE: T = 


p АА), | | 有 
O Е 


AT =| Е Mis “J TAn Aar 
~An А, Е-1А„ An-JLO E 
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-[ > А}; IB TAn Ae 
O A. TARAR A 4, Е 


А, О 
-| O А»-— А\›А\\ А\› 
10 设 4 是 反对 称 和 矩阵 ,证 明 :4 合同 于 和 矩阵 
0 1 
—1 0 


| CHp + = А, ААА). 


证 对 4 的 级 数 n 使 用 数学 归纳 法 . 
当 n=] 时 ,有 4 一 (0) 合 同 于 (0) ,命题 成 立 , 


当 n=2 时 ,A 一 | а= МА АР, 


77412 


命题 成 立 ; 若 ws 天 0, 对 А 的 第 1 行 与 第 1 列 均 乘 以 oz ,得 
1 
| ， „] , 即 相 当 于 对 4 作 合同 变换 ， 


s а lla oh 


设 对 n 志 ,命题 成 立 . 
对 n=k ti Ж.Ж 


. 227. 


0 “*% dik dik+l 


7 dlk n. 0 Ckk+l 
— digt Ut kkt 0 
中 最 后 一 行 元 素 全 为 零 , 则 由 归纳 假设 命题 成 立 , 否则 ,经 过 行列 的 同 
样 对 换 ,使 Uk k+l 尖 0, 再 将 最 后 一 行 与 一 列 都 乘 以 1/акк+а ЖА 化 为 
() ... а} b 


~ dik 0 

— b; — 1 Ü 
Ü Diri 0 Q 
行列 БЫ, 0 0 0 

相同 对 换 

0 Ü Q 1 
0 Ü -一 Ü 

0 1 

—1 0 
0 .ee Dig- 0 1 

sanman : : Е —1 0. 
—b р-р `7 0 0 
0 
的 矩阵 合同 ,从 而 4 与 矩阵 
0 1 
—] 0 
0 1 
—1 0 
Ü 
Q 


* 228 ° 


合同 . 将 最 后 两 行 两 列 对 换 到 前 面 就 证 得 命题 在 n— k + 1 时 也 成 
立 , 所 以 对 任何 反对 称 矩 阵 命题 都 成 立 . 


例 11 B AEn 阶 实 对 称 和 矩阵 ,证 明 ; 存 在 一 正 实数 c, 使 对 
任 一 个 实 n 维 向 量 x, 都 有 |x Axl Sc x. 


л п 
证 |х'Ах|= |> az; |< У) 1а Ila 11 zl. 
туу = 1 j=l 


2 二 r? 
记 а= max | а, | ,再 利用 | z || zj 16 220,68 


xAx|< > la, ll z l| z; |< > >a] =, ll z; | 
t j= 1 


i=] j=l 
" п 2 

< zí + z 

< a — 


i=] ;=1 


т п 
а 
= Уан) 
i=] )=1 


Tl 
= ап > 好 = xx (其 中 c= па). 
i= 1 


例 12 若 实 二 次 型 三 与 一 了 能 够 通过 可 逆 线 性 替换 互相 转 
化 , 问 :f 的 秩 与 其 标准 形 的 正 、 负 项 的 个 数 有 什么 特征 ? 


解 ” 若 f 的 矩阵 为 4, 则 一 了 的 矩阵 为 一 4, 必 存在 可 逆 阵 C, 使 
得 


CAC= 


同时 ,又 存在 可 逆 线 性 蔡 换 使 得 f 化 为 一 /, 即 有 可 逆 , 使 得 
` 229 。 


— ] 


D'C'ACD = e = — В, 


| W KCf)=2p, EB f 的 秩 为 偶数 , 且 正 、 负 项 个 数 相等 . 


第 二 节 ”唯一 性 与 正定 二 次 型 


主要 内 容 


1. 定理 1 任意 一 个 复 系数 的 二 次 型 ,经 过 一 适当 的 非 退 化 
线性 替换 可 以 变 成 规范 形 , 且 规范 形 是 唯一 的 . 
任 一 复数 对 称 矩 阵 合同 于 一 个 形式 为 
1 


0 
的 对 角 和 矩阵 . PS 4 8 ОЧ ЖОЕ E € [B] BJ Ж Ж ЖР E z i] BJ Ж 
相等 . 
复 二 次 型 fOr ,zz ，… ,Xz,) 的 规范 形 为 
zi tz T+ + z; 
实 二 次 型 f(xi zz，…zo) 的 规范 形 为 
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2 十 十 z2 一 2241 一 一 2 

惯性 定理 任意 一 个 实数 域 上 的 二 次 型 ,经 过 一 适当 的 非 退 
化 线性 替换 可 以 变 成 规范 形 , 且 规范 形 是 唯一 的 . 

2. 定义 1 在 实 二 次 型 f(z ,zs，… ,7X,) 的 规范 形 中 ,正平 方 
项 的 个 数 p 称 为 f(zxi ооох, ) 的 正 惯 性 指数 ,人 负 平 方 项 的 个 数 
q=r— p 称 为 f(xi,Xx，，…,X,) 的 负 惯 性 指数 ;它们 的 差 p 一 (7 一 
bp)=2p—r KN f (zi, z; ,ZX,) 的 符号 差 . 

3. 定理 2 任 一 复 对 称 窍 阵 A 都 合同 于 一 个 下 述 形式 的 对 
ДЕ: 

1 


其 中 对 角 线 上 1 的 个 数 > 等 于 4 的 秩 . 
任 一 实 对 称 矩阵 А 都 合同 于 一 个 下 述 形式 的 对 角 矩阵 
1 


其 中 对 角 线 上 1 的 个 数 p 与 一 1 的 个 数 r— pL (r= СА) ЈЕ Е 
一 确定 的 ,分 别称 为 4 的 正 、 负 惯性 指数 ,它们 的 差 2p— r 称 为 4 
的 符号 差 . 
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4. 定义 2 若 对 任意 一 组 不 全 为 零 的 实数 crcr scn RRA 
cc Cn) D0, WREKE f(z ,zs，… ,Zz,) 为 正定 的 . 

5. 定理 3 7 元 实 二 次 型 f(zi ,2,, ,Zz,) 是 正定 的 充分 必要 
条 件 是 它 的 正 惯性 指数 等 于 л. 

6. 定义 3 若 二 次 型 和 XAX IEE M| S X#E BE A 称 为 正定 


的 . 
推论 ”正定 矩阵 4 的 行列 式 大 于 有 零 . 
7. 定义 4 子 式 
dıl di? Ai 
p=| fA O TE] (1,2... 


ап deo |“? “Q; 
УЖ ВЕ А = (а;)„ ИРЕ Е + sÇ. 
8. 定理 4 实 二 次 型 


f (xi yT? rT = У) Удулу, = ХАХ 


是 正定 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 4 的 顺序 主子 式 全 大 于 零 . 

9. 定义 5 设 Fzyzi…z) 是 一 实 二 次 型 ,对 于 任意 一 组 
不 全 为 零 的 实数 с, Е ТЕЗ] f( ci ca з" с.) <0, ШЖК 
Жу Ох л, Z, ) f SE ËJ ; ШАЯ f Circa зә Cn) 之 0, 则 称 
Ох Za t ;Zs) 是 半 正 定 的 ;如 果 都 有 (с усо, бэ с„) <0, PK 
f( zy, z. wz) 是 半 负 定 的 ;如 果 它 既 不 是 半 正 定 的 又 不 是 半 仙 
定 的 , 则 称 Jf a, Z: Ln) EDEN. 

当 (духо ох, ОАЕ, f CT Tst z.) IEE. 

10. 定理 5 对 于 实 二 次 型 fttr) = XAX, rh А 
是 实 对 称 的 ,下 列 条 件 等 价 : 

(1) рб, t r EFE EH; 

(2) 它 的 正 惯 性 指数 与 秩 相等 ; 

(3) AAKE C, 使 
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d, 


d 
CAC= бо , 


其 中 d; 宇 0 (:=1,2,+е›,п); 
(4) A KE E C ,使 А= СС; 
(5) 4 的 所 有 主子 式 都 大 于 或 等 于 零 . 
( 行 指标 与 列 指标 相同 的 子 式 称 为 主子 式 . ) 


疑难 解析 


1. 怎样 认识 惯性 定理 ? | 

答对 于 秩 为 > 的 实 二 次 型 = XAX ,可 以 用 不 同 的 实 可 逆 
线性 变换 化 为 标准 形 ,所 得 标准 形 因为 所 用 方法 .步骤 不 同 可 能 个 
同 . 但 是 ,惯性 定理 指出 :二 次 型 的 标准 形 中 非 零 平 方 项 的 个 数 由 
Ж r 唯一 确定 , 且 正 项 个 数 ( 正 惯性 指数 ) 与 负 项 个 数 ( 负 惯性 指 
数 ) 也 唯一 确定 ,与 所 作 可 逆 线 性 变换 无 关 . 所 以 ,惯性 定理 反映 了 
实 二 次 型 的 本 质 特征 . 

二 次 型 化 为 标准 形 后 ,通过 重新 安排 变量 次 序 可 化 为 

diyi 十 … :十 doyp 一 dpi Yo 一 人 一 Gyr， 

AH р 为 正 惯性 指数 . 

НЕЕ E M 

774 (i=1,2," sr), 


y; zj (7 一 r 7 十 1，…，7)， 


化 标准 形 为 规范 形 
| {+++ 0р0 27. 
转化 为 矩阵 的 相应 结果 是 :任何 一 个 秩 为 > 的 实 对 称 和 矩阵 4 合同 
Е, 


于 一 个 形 如 


— Е,_, (антин 
O 
e 233 ° 


2. 怎样 判定 一 个 n 元 实 二 次 型 为 正定 的 ? 

E ”除了 定义 以 外 ,下 列 条 件 之 一 都 是 实 二 次 型 /=Х'АХ 为 
正定 的 充 要 条 件 : | 

D f 的 正 惯性 指数 为 n( 或 标准 形 的 n 个 系数 全 为 正 ); 

(2) А 的 特征 值 都 大 于 零 ( 见 第 七 章 ); 

(3) А 的 所 有 顺序 主子 式 都 大 于 零 ; 

(4) А 与 单位 矩阵 已 合同 . 

若 /=Х'АХ 负 定 , 则 一 太一 和 (一 4)X 一 定 正定 ,所 以 ,判定 
/是 负 定 的 方法 是 类 似 的 ， 

但 是 ,在 判定 f 是 半 正 定 的 时 应 注意 :4 的 所 有 主子 式 均 大 于 
或 等 于 零 ,而 不 只 是 判定 正定 时 只 要 求 判 别 顺序 主子 式 . 

考察 具体 问题 时 ,对 二 次 型 或 实 对 称 矩 阵 ,习惯 用 顺序 主子 式 
来 判断 ;对 抽象 的 二 次 型 或 实 对 称 和 矩阵, 则 应 灵活 应 用 不 同方 法 . 
对 数字 型 的 实 对称 和 矩阵 ,首先 观察 主 对 角 线 上 元 素 ,车 元 素 有 正 有 
w , 则 它 一 定 是 不 定 的 ;车 有 零 元 , 则 一 定 不 是 正定 的 也 不 是 负 定 
的 (因为 正定 或 估 定 时 ,r= 二 n). 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


掌握 判别 二 次 型 正定 的 具体 方法 ,能 利用 定理 与 等 价 命题 讨 
论 与 矩阵 及 二 次 型 正定 性 有 关 的 命题 , 

例 1 判别 下 列 二 次 型 是 否 正 定 : 

(1) 99x4 — 12x x: +48x z; +130z; —60zxz,z; +71z2; 

(2) 10z1--8z,z=; -24z x; +205 280003 x; 


(3) y 1 + У? ЖЕЕ; } 
i=] 


IKin 
" "—1 
(4) > ух} + Уух на. 
im] {== ] 
99 — 6 24 


—6 130 一 30 
24 一 30 71 


Ж (1 因为 4= ,其 各 阶 顺 序 主 子 式 
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99 —6 


>0, Р,=|А\>0. 
—6 130 


所 以 ,二 次 型 是 正定 的 . 
| 10 4 12 
(2) 因为 A= | 4 2 一 14 
12 一 14 3 
Р, ==10;:>0, D,=4>0, D,= —3588<0. 


所 以 ,二 次 型 是 非 正定 的 . 


,其 各 阶 顺序 主子 去 


1] 1/2 · 1/2 
1⁄2 1 ++ 1/2 
(3) 因为 A=| : ′ | ,各 阶 顺序 主子 式 
1⁄2 1⁄2 … 1 
2 1 . 1 
111 2 l 
Dm ш: : 
1 l + 218 
1 
1 1 
от IE, | 十 . [1,1,- 1] 
1 
=" E (m= 1,2, n), 
所 以 ,二 次 型 是 正定 的 . 
1 1⁄2 
1/2 1 a, 
(4) ЯА = п. ,各 阶 顺 序 主子 却 
1 1⁄2 
1⁄2 1 
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1 . =! 


`` n), 


所 以 ,二 次 型 是 正定 的 . 
例 2 将 第 一 节 例 1 中 的 二 次 型 化 为 规范 形 , 分 实 系数 、 复 系 
数 两 种 情况 ,并 写 出 所 作 的 非 退 化 线性 替换 . 
| 解 (1) 因为 Р —x 423 + zš S 
21 = t;s 1 =t /2Ft:/2tt;/2, 
(ene aana салтат 


=f] s = fi; 


则 实 二 次 型 的 规范 形 为 f= 如 十 给 一 如 . 令 
I = ил, ил/2 -и» /2 十 1w /2， 
e- W pt 
ts 一 1703 ， хз == ил, 
则 复 二 次 型 的 规范 形 为 =w tw tuw. 
(2) 因为 f= 二 yi 十 yi 已 是 实 ( 复 ) 二 次 型 的 规范 形 . 
(3) 因为 = у у 已 是 实 二 次 型 的 规范 形 , 令 


ур 一 Z1， zi = zx 1212—32, /2， 
| iz2/2 一 23/2, 


Уз — Z3 > V ok Z3 à 


得 复 二 次 型 规范 形 为 Site. 
(4) 因为 /=84--244—244—84,4 
zı =4[2 ил /4, 
zz ==/2@щш» /2, 
=з =V2w;/2, 


之 4 =~V2w /4， 
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xı *=/2шу /4— 5/2; /8—3 /2лшу /8 十 V2 /4, 


T: 7 2и» /2 十 V2w; /2， 
=> 
xs — V2w:/2 一 V2ros/2， 
T4 一 V2ru /2 一 2 /4. 
得 实 二 次 型 的 规范 形 为 Fwi u uu. < 
2 5 2 3⁄2. 2. 
Ti =, 512.30, -Viu А 
W Ui» /ў JZ 
_ Vi „ 2. 
W, = Uz 3 29 一 Мз + 7 103» 
=> 
wW, — iUz s 2 2 
_; a Gu T р. 
Wa — iUa s 
12 Z. 
T4 2 H. 4 1144 


得 复 二 次 型 的 规范 形 为 Sul tu Биз tu. 


(5) 因为 f== — 25 — 323 — 24,6 


3 


wont 2 


Xz: 1 о бз y 
V3 一 
z; = —t 3 
3 3 3° 3 一 ,+h 
之 4 Éz s 3 
4 一 gaT. 


得 实 二 次 型 的 规范 形 为 5t ti ti t. 令 
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| 2 V3. 
>, =w 十 izus 一 一 一 17U3 ， 


3 
li =W s’ | 
А Ко = иљ TIW:  — ү, И 
fs = ш», 3 
. 
Їз = IW; у ГА V3. +i 
. Х4 7 3 103 ИМ з 
ti == 10, • 
Z, 
£ 一 31% 1104. 


得 复 二 次 型 的 规范 形 为 f= wi 十 wi 十 tw 十 wh. 
(6) 因 为 =t RA 


У 21, тү=г+ {2 40223 z, 
2 3 4/2 2 

Уг _ 2, © j= -342 y, Hantz , 

Уз 一 V2z: ЛД x+ 一 (22, — Zas 

ya T 245 4 一 之 4 。 


得 实 二 次 型 的 规范 形 为 tee. 
у= 十 21, (21; Ё» 


之 1 ф\» Z 
3 
Zy = Ёз X == š 2, Hitt» 
- => 
Z; 一 1f3 ， 


T; — 22, — fis 
Tı 一 fj. 

得 复 二 次 型 的 规范 形 为 у= Tu +. 
(7) f= 十 并 十 光一 已 为 实 二 次 型 的 规范 形 , 今 


yi Zis» х= 21, 

yz — 2з T 一 22 7124 • 
. 

Ya &; Жа — 之 1 +12, 9 

У4 = iZ, ? 24 一 Zi +z, 一 1z4 . 


得 复 二 次 型 的 规范 形 为 Si +++ а. 
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例 3 : 取 何 值 时 ,下 列 二 次 型 是 正定 的 : 
(1) х2 +з? 5а 21а x=, — 2x z; T 4x;Z;; 
(2) l tAr tarit 2tx z; + lOr z; 62; 23. 


解 ” 求 出 各 级 顺序 主子 式 , 讨 论 上 为 何 值 时 ,各 阶 顺 序 主子 式 


KT. 
l + —1 
(1) А= | £ 1 2|, 各 阶 顺 序 主 子 式 为 
—] 2 5 


D =1>0, D,=1—#>0, D,=-—t(4+5t)>0, 
则 当 一 4/5 过 :过 0 时 , f(x, з 9 ,Xs) 是 正定 的 . 


1, 5 
| 4 3 


9 3 1 
D, =1>0, D,=4—#>0, р, =30:-——105 — ғ, 
则 当 为 任何 值 时 都 无 解 , 故 /ziyzz,zs) 是 非 正定 的 . 


,各 阶 顺 序 主 子 式 为 


例 4 在 f(xyzr ;Tz3)= 二 A(Xi 十 xi 十 zx) 十 2X1X2 十 2X1X; 一 


2ххз H, 
(1) 4 取 何 值 时 ,f 是 正定 的 ? 
(2) А 取 何 值 时 ,f 是 负 定 的 ? 
(3) 当 ) 王 2 和 4 二 一 1 时 ,了 是 什么 类 型 的 ? 


1 1 
Ж 因为 4 二 11 a 一 1|, 其 各 阶 顺 序 主子 式 
1 —- à 


D 一， D,.,=X—1, Юр = (Q —2)Q+1). 
所 以 (1) М 22>2 时 ,各 阶 顺 序 主子 式 大 于 零 ,f 是 正定 的 ; 
(2) 当 4 过 一 1 时 ,各 阶 顺 序 主子 式 小 于 零 ,f ERNER; 
(3) 当 4=2 if}, р, >0, D:>0, D: =0, f EFEM; 
当 а= —1 8,0, <0,D,=0,D,=0, f ЖДЕ. 


15 证 明 : 若 4 是 正定 矩阵 , 则 4 的 主子 式 全 大 于 零 . 所 谓 
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主子 式 是 指 行 指标 与 列 指标 相同 的 子 式 . 
证 设 和 4 二 (as)m 是 正定 矩阵 ,其 任 一 mx 级 主子 式 为 
аы, a 
А99 | = 
аА inim 
对 任意 yo = (b. ,b; s ) 0, YE x = (ci ,cs，…,c,) ,其 中 
o fb (i= sim ВӘ, 
10 È). 
因为 x4x 正定 , 故 有 xo4hxz 一 yo4 у„:>0, РЕ, Н y, 的 任意 性 
Ж, У.А y, 是 正定 二 次 型 , 故 4 ВЕТКА |>0. 
例 6 设 4 是 实 对 称 和 矩阵 ,证 明 : 当 实数 上 充分 大 之 后 , 姬 十 和 
是 正定 矩阵 . 
证 因为 A 是 实 对 称 矩 阵 , 则 对 任意 实数 1, 碟 十 A 仍 是 实 对 
КЖ Е. | 
W ЕТА ЮТА E- KN fi С), f. С), 6, р, С), Е 
们 都 是 首 项 系数 为 1 的 实 系数 多 项 式 .由 数学 分 析 知 , 当 上 充分 大 
Бу, 5,00) 220 (i 二 1,2,…,n), 所 以 当 t 充 分 大 时 ,起 十 和 是 正定 
的 . 
例 7 证 明 : 若 4 是 正定 抢 阵 , 则 A”' 也 是 正定 和 矩阵. 
证 ”因为 4 正定 ,所 以 对 任 x 天 0, 有 4x>>0, 故 存在 可 逆 线 
性 变换 x=A y, (019 
О<хАх= (Ау ACA y= yA y, 
МЕО ,А HEFER. 
И 8 ЖА л ИЧИЖ ЕЕ, НА 1 <0. 证 明 : 必 存在 实 n 
维 向 量 x 关 0, 使 x hx 二 0. 
证 НЕШ. 若 对 任 x, 均 有 x hx 二 0, 则 4 是 半 正 定 的 , 因 
而 А 的 所 有 主子 式 都 不 小 于 零 , 这 与 141 二 0 #9. 所 以 , 必 有 x 关 
0 ,使 得 х Ах< 0. 
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例 9 奋 4,B 都 是 ” 阶 正定 矩阵 ,证 明 :4 十 召 也 是 正定 矩阵 . 
证 ”由 题 设 知 , 对 任 xZ0,#8 хАх;>0,х Bx>0, i 
x (A+B)x=xAx+x Вх`>0 

对 任 * 夭 0 成 立 . 故 AtB 也 是 正定 矩阵 . 

例 10 证 明 : 二 次 型 f(zi ;xs,… ,Zz,) 是 半 正 定 的 充分 必要 条 
件 是 它 的 正 惯 性 指数 与 秩 相 等 . 

证 充分 性 R f 的 秩 与 正 惯性 指数 相等 , 均 为 r, 则 负 惯 性 
指数 为 等 . 于 是 f 可 经 满 秩 线性 替换 x==Cy 变 成 

fx1sT2 t san) = yy 十 "十 Yr， 
从 而 ;对 任 一 组 实数 Ху). 6 Lpo’ H х= Су 可 得 у= С 'х, {#148 
| f Сау,» ‚әх. = уу; tee + у 220, 

即 f EFEK. 

必要 性 R SEFER WM 了 的 人 负 惯 性 指数 必 为 零 . 否则 ， 
f 可 经 非 退 化 线性 替换 x 二 Cy 化 为 

/= у Ty; does Бур ув yr <r). 

则 当 у, =1 而 其 余 у =0 时 ,由 x= 二 Cy 可 得 相应 值 zl ,zz ，…Zn， 
使 flr yz，…Zz) 一 一 1<0. 这 与 f EFEKAT A. 所 以 ,f 
的 正 惯性 指数 必 与 秩 相 等 . 


例 11 证 明 >” Уа 一 (Da) 是 半 正 定 的 . 


证 ”利用 等 式 (n 一 1) уа У (zf 十 对 ), 得 


l<; < sn 


РИСИ ba Da 
i=] i=] i=l 


I< < sn 
= >° (Xi 4-25) — У! 22:2; 


IRIS 10а 
= 2, (а +а 2ra) = >) ior 22:0. 
lSi<jen ја 
故 f 是 半 正 定 的 . 


例 12 B fC ,Tas E ) =X Ах 是 一 实 二 次 型 , 匣 有 实 n 
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H ai x sx, E xi Ax 0,x24zi<0, 证 明 : 必 存在 实 2 维 向 量 x。 
#0, {E х„Ах„=0._ 
证 一 ”因为 对 任 和 AER 有 
(x, —-Ax, )А (х, Ах) =x, Ax, + 2А(х,Ах„)-—А?х,Ах»;;› 
上 式 右 端 是 一 关于 和 的 二 次 三 项 式 , 其 判别 式 为 
Д= 40, Ax) —4(х; Ах) (х. Ах). 
由 题 设 知 A>, Br L 8 W A E] BJ ЗК А, А, П х А х Z x; 
Haix х, 为 其 中 不 等 于 零 的 一 个 , 则 由 上 面 讨 论 知 хоАх = 0. 
证 二 设 4 的 秩 为 >, 可 作 实 的 非 退 化 线性 蔡 换 x 一 Cy, 则 f 
化 为 
/=кхАх= у! + +y; — yp+i meer — Yta: 
由 题 设 ,存在 x ,х, fE x Ax D0, x Ax <0, 1] р:>0,а:>0,8 p> 
q, p=5q p<q 三 种 情形 . 
当 p>q 时 , 取 
Yo ™= (l, ,0 0, 10 0) 
А pp 个 рте 
则 由 x, = Су, 13 3Е 3 [6] 8 x, ,使 
{Ак = + уруы уну О. 
р=9,р<9 情形 类 似 可 证 . 
例 13 АБЕ, ПЕВ. САА) = (А). 
Ш 见 第 一 节 例 8 括号 内 . 
@ 14 设 flrs trst D S tE +e th Érni 
— L+. ,其 中 LI 一 12 , p + q) Ж T Л 9 "° y Z, 的 一 次 齐 次 式 . 
证 明 :f 了 (zi ,zs，,… ,x,) 的 正 惯 性 指数 不 大 于 p, TR FEJ8 Sk A K + 
(]. 
证 设 f(zi,zxs，…,z,) 的 正 惯 性 指数 为 p', 负 惯性 指数 为 
q .并 设 f 经 非 退 化 线性 替换 x 二 Cy 化 为 规范 形 
= у tyy ур "yp. Ф 
又 对 题 设 中 表达 式 , 设 C = (с), Н y=C'!x A 
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Y: C; Tı +ci, z, Le ci z, IKin. 
又 题 设 l; 也 是 X1 T> "° T, 的 一 次 齐 次 式 , 所 以 知 р >р,“ 


Ур = ++ == y =0,l =+. че [, = 一 0, 则 ?个 未 知 量 zi ,zs ，…zw 的 
齐 次 线性 方程 组 
Yi Ci, Lı Tc; zx Foo Tc z,=0, р 十 1] 委 ;i 委 > 


l =0, 


/一 0 
的 方程 的 个 数 为 p 十 (n 一 pp) 二 n, 所 以 方程 组 必 有 非 零 解 x* . 代 
人 题 设 表达 式 后 得 f (xi, Ts" £ ) 夺 0 ,而 代 和 人 式 @ 得 
Рб m ,XT,) 之 0, 两 者 矛盾 . 从 而 必 有 Pp <р. 

类 似 可 证 q <q. 

例 15 主 对 角 线 上 全 是 1 的 上 三 角 和 矩阵 称 为 特殊 上 三 角 拓 
阵 . 

(1) 设 4 是 一 对 称 和 矩阵,T 为 特殊 上 三 角 和 矩阵 ,而 如 =T AT， 
证 明 :4 与 B 的 对 应 顺序 主子 式 有 相同 的 值 ; 

(2) 证 明 ;车 对 称 和 矩阵 А 的 顺序 主子 式 全 不 为 零 , 则 一 定 有 一 
特殊 上 三 角 和 矩阵 T, 使 ТАТ 成 对 角形 . 

(3) 利用 以 上 结果 证 明 : 实 二 次 型 f (z), х,,*е,отх„) 
= У J ajz; = х'Ах 是 正定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 顺序 主子 


i=] j=l 


证 (1) 将 和 与 工分 块 , 式 中 A, , T, 为 (k=1,2, ,n) Bi f 


块 ,有 
: F, Т, U, 
а= р], т= | o 5 | 
APT 与 Ti 分别 是 特殊 上 .下 三 角 窍 阵 , 有 
в=тАт=| "AT | 


x * 
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ATLA E IT, |= |T| =1 WB BJ k 阶 顺 序 主子 式 
ІВ, | = |Т,А,Т,|=|А,|, 
从 而 得 出 4 与 B 的 对 应 顺序 主子 式 的 值 都 相同 . 
(2) 对 п 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
当 n=1 时 ,命题 显然 成 立 ， 


А„-\ @ 
设 对 n 一 1 ,命题 成 立 .在 时 ,将 4 分 块 成 4 一 | " | 


式 中 а = (ад Ga anani) H | А„-1 | 是 4 的 2 一 1 ИМЕ 
Е —Ал-\@ — 

式 . 故 知 4，, 可 道 .再 令 已 一 | “”' |, 则 P 是 上 三 角 特殊 

Anı О /i 

ЕШ, ВЖ РАР, 一 | O р =a a A; а. А, АЉ 

TAB А 的 前 2 — 1 个 顺序 主子 式 , 故 全 不 为 零 , 于 是 ,因为 在 一 

1 时 命题 成 立 , 则 必 有 特殊 上 三 角 和 矩阵 P; ,使 

di 

P.A, P, = É 


4,1 


Р, О 
Ф РЕР | O ‚| РНЕ яе, H 


ТЕНИ 
А „1 А Р,А,_,Р, 
ы ое орт о 


d 
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由 题 (1) 知 PAP 的 顺序 主子 式 与 4 的 顺序 主子 式 有 相同 的 值 . 由 
于 РАР 的 顺序 主子 式 为 di, dis, d, (上 二 1],2,…,n),， 所 以 
d id, d, = | А, |. В 1А, 1520, Fr d; 均 不 为 零 , 自 有 
а= |А, |, d = A,|/1lA, | (k=2,3,,7). 
(3) 由 题 (2) 知 ,存在 特殊 上 三 角 和 矩阵 T, 使 得 


TAT= = В, 


2, 
再 由 题 (1) 知 ,B 的 所 有 顺序 主子 式 与 4 的 顺序 主子 式 有 相同 的 
{H , 放 


Al 一 Qil 之 0， 


Яа Чу? 


А 
x >0,—=>),>0, 


>0,# А; 220 (1=1,2,." n). 


ad; ак dj 


Àn 
因为 х= Ту 是 非 退 化 线性 替换 , 且 
yAx=yT'ATy=A у КАЛ у: + HAYS’ 
而 Ду Аз" + À, 均 大 于 零 , 所 以 х Ах 是 正定 的 . 
例 16 证 明 . 
(1) # У laza, (а, = ау) 是 正定 二 次 型 , 则 


i=] j=] 
dil di? °° din У 


Язу d>; “** Azn У? 


f (On з угз» Yn) = 


是 负 定 二 次 型 . 
(2) # A BEER, ДНА | <a, P. ,这 里 己 -: 是 4 的 > 一 ] 
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ИЮ R T Ñ. 
(3) ЖА IFRS EBE, MIAJ Sana am. 
(4) ж T= (2, ) ж n ЭАР Ж EE | 则 


т< [| +++). 
=] 
证 CD Y= (у, ‚у: ,… yn) Д 


Ë АР A (S О | 
Y О/\О 1 Y 一 YA-IY 广 


对 上 式 两 端 取 行列 式 , 得 
_|^ е = alya y 
ү o | 


所 以 , 知 f 是 一 个 二 次 型 . 作 非 退 化 线性 替换 Y= 42Z, 式 中 Z= 
(zz Z.) oW 

= АХА (A-1)AZ= —|A|ZAZ, 
因为 A 是 正定 的 , 知 f(zi ,zs，… ,ZX,) 是 人 负 定 二 次 型 . 


dıl s.s Qi nm 一 1 Ain 


Dals a ПО n ID 


一 1 Cn 一 ia 一 1 一 1 m" 
а, у Cnn 一 1 йты 
U1l Ai n-l а} 
Cr 一 1 1 йл—їя—1 dn—i 
а аһа 1 0 
а ау 3-1 0 
十 


all … Apini 0 
ат s., ад 1 d m 
= f, Cain raons" saui n) Fam | Ån- |. 
因为 A 是 正定 的 ,所 以 4,_! 也 是 正定 的 . 从 而 由 题 (1) W, / EA 
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定 的 , 即 fn- Cai, Сән s" san- „0. 于 是 ， | А | <a, |A,- |. 
当 am 一 az 一 … 一 ai 一 0 时 ,14| 一 asP。 .所 以 ,总 有 14 
<a, P ,-,. 
《3) 因为 4 是 正定 的 ,所 以 ES | ,14， от, [Án [对 应 的 方 阵 
是 正定 的 , 放 由 题 (2) 得 
|A| Sam | An- | Sama n-i ni |Ana |< Kam An-n- аз an. 
(4) 作 变 换 x 二 Ty, 则 x x=yT'Ty 是 正定 二 次 型 ,从 而 了 T 
是 正定 矩阵 . 又 


由 题 (3) 知 ІТ? |= |ТТ|< III (m tty tee ++). 
j=l 


例 17 WEI ENRE А 是 半 正 定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 
一 切 主子 式 全 大 于 或 等 于 零 ( 所 谓 上 阶 主 子 式 是 指 形 为 


Aii Фм, qi i, 
dia Gii йш, 
d; i) di, s.. йм, 


W) k Wr СЕН 1 委 << <л)). 
证 ”必要 性 设 4 是 半 正 定 的 . 令 ISi LeKin B 
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ау "t Ais 
-| . 

dm O Am ii} Cto аы, 
并 设 和 矩阵 为 A УА, 的 二 次 型 分 别 为 了 4y 5 х'А,х. 

对 任意 的 Xo = (0. Üi, |... ,Oi ) 关 0 ,存在 Yo 一 《ci „Соз °°" с), 


0,8 


a 


Е Os Стру, 1), 
E lo, (其 它 ). 
则 由 А ЖКТЕ ЕН > y Ay >20=>xXA,x, 20, H xA,x 是 半 正 定 
Н) , 故 必 存在 实 满 秩 矩阵 T ,使 得 
Д, 
T.,A T,= š 
À, 
式 中 久之 0 (G =1,2,:- ,n). МІЙ 
IT,A,T,|=|A,||T,|2 =AA 1,20. 
因为 ІТ, P >0= | А, |>0. 
充分 性 设 4 的 主子 式 大 于 或 等 于 零 . 令 


ау ”dim 
В = |: : 
Am s.. С pam 


则 B, ЖА 的 第 m 个 顺序 主子 式 对 应 的 矩阵 . 


(т==1,2,*е,т) ? 


A 十 a diz ° Uim 
U21 Aa, °°” ап 
а Am2 а mm 


=A” + P Aar 14... + Р„—,АЕР„. 
式 中 P; В, 中 一 切 i 阶 主子 式 的 和 . 由 题 设 知 ,4 的 一 切 主 子 式 
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ШАЛ ЛЖ. Р,20. М, 4 А220 BF, [AEn +B l>, BRI д> 
0 ,АЕ- А 总 是 正定 的 . 
# А 不 是 半 正 定 的 , 则 有 Xo = (a, , a; a.) 350, {E хАх, 
一 一 C<0. 于 是 , 令 
у= = ктг + 
хохо, а? tait: ja 
则 X QE А) х, = х,АЕх, Hx Ax =c—c=0. 
这 与 А20 时 AE ТА ЕЖЕ ВЕ. 故 А 必 是 半 正 定 的 . 
例 18 Ат ИЧИЖ Н ЕЕ, В 为 m Xn ҖЕ, 
证 明 :B'AB 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 秩 (B)=n. 
证 因为 4 是 mXm 和 矩阵,B AB 是 nn Xn 和 矩阵 ,所 以 只 能 用 
定义 来 证 明 . | 
充分 性 ” 设 秩 (B) 二 n, 因 为 (B'AB) =ВА (В) =В АВ, 
以 BAB 是 实 对 称 矩 阵 . 又 对 于 任意 的 n 维 列 向 量 x 隆 0, 考虑 
х'(В'АВ)х== (Вх) А (Вх), h РСВ) =n, ТИКА Н 
Вх=0 只 有 零 解 .因而 ,由 x 尖 0=> Bx=0. 因为 Bx 是 mX1 和 矩阵， 
故 当 x 关 0 В, Вх т ЖУА, ПА Em ЖЕЕ, TE 
(Вх) 'А (Вх) >0=> x (B'AB)x>0. 
即 知 В Ах 是 正定 的 . 
必要 性 BAB 是 正定 矩阵 , 则 对 任意 1 维 非 零 列 向 量 x 关 
0, 恒 有 


>0, 


Y (B'AB)x>0=> (Bx)'A(Bx)>0. 

于 是 ,得 Bx 天 0, 由 此 得 出 线性 方程 组 Bx 二 0 仅 有 零 解 ., 故 其 系数 
矩阵 的 秩 必 等 于 未 知 量 个 数 n, JA fi #k (B)=n. 

例 19 设 A 为 mXn 实 矩阵 ,E H n 阶 单位 阵 , 已 知 B= AE + 
44, 证明: 当 )>>0 时 ,和 矩阵 召 是 正定 矩阵. 

证 因为 

B = QE+A A =E +(AA) =E +AA =B, 
所 以 B 为 n ВЗЕХ ВЕ. 
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任意 给 定 п 维 非 零 别 癌 量 x 关 0, 考 虑 
xBx =x ОЕ-+А'А)х=лх'х-+хА'Ах=Ах х (Ах) Ах, 
这 YX 一 (ZiyZoy *"° SEa) nh 个 分 量 中 至 少 有 一 个 不 为 零 . 因为 xx 一 


> ж >Q ,所 以 
i=] 
ay Lı База Tar b. 
„21 Ta, z, Fe Ta,,z, m 
式 中 b,=aa zi Fagat Кб tantn (¿Z=1,2, m), 


故 (Ах) Ах= У) Б >0. 
FE, У А220 В, х Вх = Ах'х (Ах) Ах2>0, ЕЧ А220 В, В 为 正 
ЕЖ Е. 

H 20 А= (а; © Ж В = (b) 5 п 阶 正定 对 称 方 阵 , 证 明 : 
Ж: C= (а) п BT IE ЛЕЯ КЛ. 

证 C 是 对 称 方 阵 是 显然 的 . 任 取 x= (Zi ,X> + **° ‚х„) 520, l] 
由 题 设 知 

хАх= 5 а;х:5;2>0, х'Вх 一 5 b;z z 220. 


£ j=l i |J= 1 


因为 ВЕЕ, MEE п Йй Q = (q, ) 8489 Q Q = B , Bl 


by = У Qula (iyj=1,2,°,n). 
[= 1 
所 以 


> a;b;=x m=; 一 >, Aij (2 ЧЧ; хх; 
i j=] : 一 


tajl 


ш У > 4; (zq; )(=;q;). 


| 对 任意 х= (ту „Ж ‚***ух„) 天 0， 因 为 Q В, ТИ ТЕ ` l, 
18 (>i 9, „20; sees aqa) 50, ДН А 正定 知 ‚х l 成 立 
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> ай, (tiqu) CTi )>0, 


从 而 > а бьх,ж;>0 ,所 以 С= (a;b; ) 也 是 正定 的 . 


A С 
例 21 设 D=| “| 为 正定 矩阵 ,其 中 A,B ЖЯ m Bron 


ЁТ А ЖОЕ ,С 为 m Xn ЖЕ. 


, 


| Е, —A i'C 
(1) 计算 PDP, 其 中 р= | | 


О Е, 


(2) AREO) WH Ж ЖИЕ В—СА-!С FE 19 E ЕЖ 
阵 ,并 予以 证 明 ， 


Е, О 
W (1 因为 P=| C.a p Я 


ЧЕНИ 
-| насо и Й 


о 
О В-САСі ` 
(2) 由 题 (1) 的 结果 知 ,和 矩阵 了 合同 于 和 矩阵 


м-[б аа 
О B—CA- :C] 
又 也 是 正定 矩阵 , 故 M 也 是 正定 矩阵 ， 
因 M EYRE, BCA C NX PK BEF, XI X = 
(0,0,…,0) REEK YS syy) FOA 


(X' ү |" ° | е 
[lo 8 一 CA-ICJLY 


即 Y(B 一 CA-ICY>0, 故 了 一 CA4A-IC 为 正定 矩阵 . 


第 六 章 线性 空间 


线性 空间 是 最 基本 的 数学 概念 之 一 ,通过 对 线性 空间 的 讨论 ， 
“将 加 深 对 于 线性 方程 组 与 矩阵 的 理解 . 


第 一 节 集合 与 映射 


主要 内 容 

1. 集合 是 指 一 类 研究 对 象 的 全 体 . 组 成 集合 的 对 象 个 体 称 为 
集合 的 元 素 ， 

a€ M 表示 a 属于 集合 M,a & M 表示 a 不 是 集合 M 的 元 素 
集合 常用 列举 法 或 性 质 表示 法 表 出 . 

2. 不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集合 , 记 为 儿 . 若 两 个 集合 М 
与 N 含有 相同 的 元 素 , 称 为 两 个 集合 相等 , 记 为 M 一 NN. 若 集合 M 
的 元 素 全 是 集合 N 的 元 素 , 则 M 称 为 N 的 子 集合 , 记 为 MCN. 
车 集合 M 与 N 同时 满足 MSN Уу МСМ, M=N. 

3. 设 M 与 N 是 两 个 集合 , 既 属于 M 又 属于 N 的 全 体 元 素 
的 集合 称 为 M 与 NN 的 交 , 记 为 MN. 属于 MM 或 属于 NN 的 全 体 
元 素 所 成 集合 称 为 M 与 N 的 并 , 记 为 MUN. 

4. 设 M 与 M' 是 两 个 集合 , 若 对 M 中 的 每 一 个 元 素 a ,按照 
某 一 法 则 都 有 M' 中 一 个 确定 的 元 素 a 与 之 对 应 , 则 称 o 为 集合 
M 到 M' 的 一 个 映射. 若 映射 o Ж a € M 与 元 素 o'E M' 对 应 ， 
Жа оба) =а',а а 在 映射 。 下 的 像 ,a 称 为 。 的 一 个 原 像 

M 到 M 自身 的 映射 也 称 为 M 到 自身 的 变换 

集合 M 到 集合 M' 的 两 个 映射 及 r, 若 对 M 的 每 个 元 素 4 
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都 有 ac(a) 王 r(a), 则 称 c 与 r 相等 , 记 为 o= <. 

5. Ü M 是 一 个 集合 ,车 cba) 一 a,a EM, N] o 称 为 集合 M 的 
恒 等 映 射 或 单位 映射 . Е 

W cr 分 别 是 集合 M 到 M,M 到 M 的 映射 , 则 (rc)(a) = 
rlola)) a EM RARE то. 

映射 的 乘法 一 般 不 满足 交换 律 ,但 满足 结合 律 , 即 (wr)c= 王 
(to). 

6. 设 z 是 集合 M 到 AM 的 一 个 映射 ,用 oCM) 代 表 M 在 映射 c 
下 像 的 全 体 , 称 为 M 在 映射 下 像 的 集合 ,oCMD CM. 

# с(М) = М',с 就 映射 为 映 上 的 或 满 射 . 

FERR o 下 M 中 不 同 元 率 的 像 也 一 定 不 同 , 则 映射 a 称 为 
1-1 的 或 单 射 . 

一 个 映射 大 既是 单 射 又 是 满 射 就 称 为 1-1 对 应 或 双 射 . 

7. Ro 是 集合 M 到 M 的 双 射 , 则 对 о(а)=а ж Хо '(а)= 
а,с PRH o КВ. с :是 从 M A M 的 双 射 . 


疑难 解析 


为 什么 要 引入 了 映射 的 概念 ? 

答 ”在 研究 问题 时 ,我 们 将 一 类 研究 对 象 的 全 体 称 为 一 个 集 
合 . 几 类 不 同 的 研究 对 象 的 全 体 就 是 几 个 集合 . 我 们 不 仅 要 讨论 一 
类 研究 对 象 , 而 且 更 多 地 要 对 几 类 不 同 的 研究 对 象 进行 认识 ,分 
析 、 比 较 与 联系 ,从 事物 的 相互 关系 中 寻找 规律 性 ,从 中 找 出 解决 
问题 的 线索 与 方法 . 映射 就 是 一 个 反映 两 个 集合 元 京 之 间 关 系 的 
数学 概念 ,在 高 等 代数 中 ,映射 是 我 们 把 几 类 不 同 对 象 联系 起 来 进 
行 研 究 的 重要 工具 . 


方法 技巧 与 典型 例题 分 析 


了 解 关 于 集合 与 映射 的 基本 概念 ,能 证 明 关 于 集合 与 映射 的 
基本 命题 . 
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例 1 8 МСМ, Е. МПОМ=МмМ,МИМ= М. 

证 任 取 aE€M, 则 由 题 设 知 a€E N, A aE MI 人 N=>MCM 
(IN; V МП МСМ. ея МП М= Мм. 

任 取 aEMUN, 则 aEM a € N, н Я a € N, Ef 
MUNCN; 又 МЄМ\)М. 综合 知 MUNSN. 

例 2 证 明 :MN (NUL)= MNND)U MND), 

МОМО) = MUNN MUL). 

证 ”对 任 取 的 a€E M(1(NUL), 有 aEM 又 aE (міі). m 
аЄ (MUL) BlaCcMskaC L, Pl aC MD Має ML, А 
sac (MIN UMNANLDL), 即 

MfYKNUL S (MIN) U MNL). 

дж. ду, ае‹м М U(MIí L), Є MN ik a EMNL. 
aC MII NR, aE M Xa€N=aCNUIL=>aC МП (NUL. 
MaE MANL ЕҤ ,аЄМ X a € L>aC€C NUL=>aC MIX (NULL. 
从 而 MNN)U MNDEMNMNONUL). 
综合 知 MMNCNUL)= MNN)U MNL). 

ЯЕ ае MUN DL), M a € M aka € N YL. a € M 
f a EMUN 和 aEMUL, 因 而 a€E (MUN) (I MUL); 当 aE€EN 
NL it, aE N 和 a € L=>aC€C MUN 和 a EMUL, 即 a€ (MU N) 
NCMUL). JA Tm 

MU(NADEMUNN (MUL). 

KZ, ,# aC (MUNDN (MUL), 则 aEMUN 和 a € MUL. 
当 a MA, VA ac N ж =>аЄє мсм); a€ M 时 , 必 
A aC MUN 和 a EMUL=>aE MU (NNL),; 所 以 

(MUN) NMUDEMUNNL). 
综合 知 MU NNMNL)= (MNN)U MNL). 

关于 集合 的 证 明 ,一 般 有 两 种 方法 :一 种 方法 是 从 等 式 的 一 问 
直接 推导 出 另 一 端 ,这 种 证 法 难度 太 大 ,不 易 办 到 ; 另 一 种 方法 如 
例 1 、 例 2 所 示 , 先 证 明 等 式 左 端 的 集合 被 等 式 右 端的 集合 包含 ， 
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再 证 明 等 式 右 端的 集合 被 左 端的 集合 包含 ,从 而 等 式 成 立 . 这 种 方 
法 比较 容易 做 到 ,所 以 是 我 们 首选 的 . 

在 证 明 过 程 中 ,要 注意 符号 € 与 符号 己 之 间 的 区 别 . 表示 元 
素 与 其 集合 之 间 的 从 属 关 系 , 而 所 表示 两 个 集合 之 间 的 包容 关系 . 
元 素 a€ M АВЕ Ў ас м, {Наи 5 (а) СМ, ХЕ (а) т Я 
含 元 素 ав флж Ж. 

ИЗ 设 r,s,t 是 三 个 互 不 相同 的 数 , 目 А = (7,5,2), В = 
{C= 二 {rs,stytr). Ф А = B= 二 C, 证 有 阴 ;{r,s,t} 二 {1,w， 


w) ,其 中 二 志 (一 1 十 V31). 


证 因为 A==8B==C, 则 有 
r 十 s 十 t 二 ?十 十 六 二 rs 十 st 十 tr 二 上 ， 

J b= (r+s+/í)2= (+s +f )+2(rs+st+tr)=3k, 
于 是 解 得 k=0 5k k=3. 又 | 

rst= r? + 5 + 2 = (rst)>° , 
故 rst=1. 所 以 , 当 有 一 3 时 ,r,s,t 为 方程 x; 一 3x’ + Зх — 1 = 
(z 一 ] 六 的 根 , 解 得 r=s=:=1, КИЕ. Ч k= 0 时 ,由 r,s,t 为 
方程 z — 1=0 的 根 , 解 得 


2=1, == 1/30, 


即 ш=-у(—1+#У/3). 


а 作 满 足下 列 条 件 的 映射 

(1) 从 单位 圆周 到 [50,1j 的 单 射 ; 

(2) 从 [0,1j 到 整个 数 轴 的 单 射 ; 

(3) 从 正 实数 集合 P 到 实数 集合 R 的 双 射 ; 

(4) 从 (一 1,1) 到 (一 ce ,十 ceo) 的 双 射 . 

解 с) 对 任 一 非 零 复 数 z, КН БАН 0 委 argz 委 2r, 则 


< 元 argz 就 是 从 单位 圆周 到 区 间 [0 ,1 的 一 个 单 射 
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(2) zz 是 从 [0,1] 到 整个 数 轴 的 一 个 单 射 ,不 是 满 射 (其 中 
[0,1]5{(0,1],ЖЯ ЖАЛУ). 
(3) х—>1пх 是 从 PP 到 К 的 一 个 双 射 . 


(4) z—tan 于 是 从 (一 1,1) 到 (一 co, 十 co) 的 一 个 双 射 


例 5 证 明 下 列 集合 对 等 . 
(0,1)~ (a,a+b), (0,1)~(0, +œ), (—1,1)~(—œ, +20), 
证 ”对 于 集合 4,8B ,如果 存 在 从 A ЯВ 上 的 一 个 1-1 映射 ， 
ДКА 与 号 对 等 , 记 为 A 一 了 .因此 只 需 找到 A,B 之 间 的 一 个 双 
射 就 可 以 了 . 
/х:х-—>а+Ьх 是 从 (0,1) 到 (aya 十 所 的 一 个 双 射 . 


f :z—tan 裕 是 从 C0,1) 到 (C0, 十 oo) 的 一 个 双 射 


f:x—>tan 六 是 从 (一 1,1) 到 (一 co, 十 ce) 的 一 个 双 射 


所 以 
(0,1)~ (a,a 6), (0,1)~(0, tœ), 
(—1,1)~(— œ, +оо), 


第 二 节 ”线性 空间 定义 与 简单 性 质 


主要 内 容 


1. 定义 1 设立 是 一 个 非 空 集合 ,已 是 一 个 数 域 ,在 集合 了 
中 的 元 素 之 间 定 义 了 加 法 运算 ( 即 对 任 a,BEV, 有 唯一 的 YEV ， 
使 g 十 8 二 7) ,在 数 域 P 与 集合 V "юле ЕХ ГАИ 
( 即 对 任 一 kEP 与 gE€V, 有 了 唯一 的 6€ V ,使 6 二 ka). 如 果 加 法 与 
数 乘 运算 满足 以 下 规则 : 

(1) «+В= Ва, 

(2) (G+) гу= асв у), 
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(3) 存在 0EV, 使 对 任 aEV, 有 a 二 0 二 a;0 20 У 的 零 元 


(4) FE а АЖ PEV, 使 a 十 Bp 二 0， 

(5) 1а=а, 

(6) ka) = Cka, 

(7) СА) а= а la, 

(8) А(а В) = ka + bB), 
则 称 V 为 线性 空间 . 线性 空间 的 元 素 也 称 向 量 , 所 以 线性 空间 也 
称 向 量 空 间 . 

2. 线性 空间 有 以 下 简单 性 质 . 

(1) 零 元 素 是 唯一 的 ; 

(2) NIR E— H; 

(3) 0а=0; 0—0; 1) а= —а; 

(4) # ka = 0, N] k=0 sk а= 0. 


疑难 解析 


1， 怎 样 理 解 线 性 空间 这 一 概念 ? 

答 空间 是 一 个 数学 模型 . 而 线性 空间 是 对 加 法 与 数 乘 运算 
封闭 、 且 满足 8 条 运算 规则 的 数学 模型 . 

线性 空间 又 称 向 量 空间 ,其 元 素 癌 量 不 是 通 稼 意义 下 的 回 量 ， 
可 以 是 数 .和 矩阵 、 多 项 式 、 函 数 等 ,因此 线性 空间 具有 一 般 性 . 

线性 空间 具有 抽象 性 :其 两 种 线性 运算 不 一 定 是 通 稼 意义 下 
的 加 法 与 数 乘 ,但 一 定 要 满足 8 条 运算 规则 , 且 在 同一 非 空 集 合 V 
和 数 域 P 上 按 不 同 规则 定义 这 两 种 运算 时 ,得 到 的 线性 空间 是 不 
[п] Н). 

当 V 不 变 而 数 域 P 不 同时 ,线性 空间 的 定义 形式 是 不 变 的 ， 
但 线性 空间 的 某 些 性 质 可 能 会 改变 . 

2. 怎样 检验 所 给 集合 关于 给 定 的 运算 是 否 构成 线性 空间 ? 

E ”在 大 多 数 情形 下 可 以 从 定义 出 发 来 验证 . 首先 考虑 集合 
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内 的 加 法 与 数 弱 运 算是 否 有 意义 (或 封闭 ). 阁 它 对 两 种 线性 运算 
封闭 , 则 还 需 验证 8 条 规则 ,如 果 其 中 某 条 不 成 立 , 则 必须 举 一 反 
例 来 说 明 . 特别 要 注意 零 癌 量 与 负 向 量 等 具体 问题 . 


万 法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 有 没有 只 有 一 个 向 量 的 线性 空间 ? 有 没有 只 含有 限 个 
向 量 的 线性 空间 ? 为 什么 ? 

解 ” 有 只 含 一 个 零 向 量 的 线性 空间 ,不 存在 其 它 只 含有 限 个 
向 量 的 线性 空间 . 

因为 ,车 有 非 零 向 量 aEV, 则 对 任何 不 同 的 数 k 上 ,LEP, 有 ka 
=l, |. V 中 必 有 无 限 多 个 非 零 向 量 . 故 不 存在 其 它 只 含有 限 
个 回 量 的 线性 空间 ， 

例 2 检验 以 下 集合 对 于 所 指 的 线性 运算 是 否 构成 实数 域 上 
的 线性 空间 . 

(1) 次 数 等 于 n (〈(* 之 1) 的 实 系数 多 项 式 的 全 体 , 对 于 多 项 式 
的 加 法 和 数量 乘法 ; 

(2) А Ж “лп хп Ж ВЕ,А 的 实 系数 多 项 式 / (A) Bj 2 
体 , 对 于 和 矩阵 的 加 法 与 数量 乘法 ; 

(3) 全 体 实 对 称 ( 反 对 称 , 上 三 角 ) 和 矩阵 ,对 于 矩阵 的 加 法 与 数 
ЕЕЕ; 

(4) 平面 上 不 平行 某 一 向 量 的 全 部 向 量 所 成 的 集合 ,对 于 向 
量 的 加 法 和 数量 乘法 ; 

(5) 全 体 实 数 的 二 元 数列 ,对 于 下 面 定 义 的 运算 ， 

(aib Ala sb) = Ca, Ha rbi Hbo Faraz), 


kCa sbi ) = (ka, k ЖК), 
(6) 平面 上 全 体 问 量 , 对 于 通常 的 向 量 加 法 和 如 下 定义 的 数 
量 乘 法 :kw 一 0; 


(7) 集合 与 加 法 同 (6) ,数量 嫌 法 定义 为 ka =a; 
` 258 ° 


(8) 全 体 正 实数 R ° ,加 法 与 数量 乘法 定义 为 
aPb=ab, k • a=a, 

E 〈1) 不 是 .因为 两 个 多 项 式 相 加 可 能 不 是 多 项 式 . 

(2) È. 由 矩阵 加 法 知 (А) + (А) = АСА), H ЕЕЗ Я 
k f(A)=d(A) ,所 以 对 加 法 与 数 乘 封闭 . ХУ 中 含有 A 和 的 零 次 多 
项 式 作 为 零 元 ,以 f(z) 的 各 项 系数 的 相反 数 为 系数 的 多 项 式 
一 了 f(z) ,f(A4) 的 负 元 为 一 有 (4). 同时 矩阵 加 法 与 数 乘 运算 满足 其 
它 各 条 规则 . 

(3) 是 . 如 对 于 上 三 角 和 矩阵 A 与 B,A 十 B 和 kA (kEP) 仍 为 
上 三 角 和 矩阵 ,所 以 对 加 法 与 数 乘 封闭 . 零 矩 阵 是 零 元 ,一 4 是 4 的 
负 元 .矩阵 的 加 法 与 数 乘 运算 满足 其 它 各 条 规则 . А,В 为 实 对 
称 和 矩阵 时 类 似 可 证 ， 

(4) 不 是 . 因为 两 个 不 平行 于 某 向 量 a 的 向 量 之 和 可 能 平行 
向 量 a (如 以 c 为 三 角形 一 边 , 而 另 两 边 为 两 个 不 平行 а А). 

(5) 是 .对 于 加 法 运算 与 数 乘 运算 封闭 是 显然 的 . 存在 零 元 
(0,0) ;元 素 (a,5) 存 在 负 元 (一 a,a’ 一 5). 可 以 验证 满足 其 它 运 算 
规则 . 

(6) 不 是 . 因为 la=0=a. 

(7) 不 是 . НУХ Р,1ЄР, (А+ а= аз-ка Іа = 2а. 

(8) 是 . 对 于 加 法 运算 与 数 乘 运算 封闭 是 显然 的 . ТЕТЕ Л 1; 
TR a 存在 负 元 一 可 以 验证 满足 其 它 运 算 规则 . 

例 3 在 线性 空间 中 ,证 明 ， 

(1) £0=0; (2) (а В) = ka— РВ. 

证 (1) 因为 上 Ca 十 0) 一 Ma, 即 ka + k0= ka , ТИ k0=0. 

(2) 因为 (a 一 让 十 所 二 k(a 一 p 十 让 一 ka, 所 以 ka 一 == 
ka — ЊВ. 

例 4 证 明 : 在 线性 空间 定义 中 ， 加 法 满足 交换 律 (w 十 有 一 有 
十 @)” 不 是 独立 的 ( 即 可 从 其 它 7 条 规则 推出 )， 
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证 设 @,B 为 V 中 任意 两 个 向 量 , 则 
2(x 十 及 一 2 十 28 三 (1 十 1)w 十 (1 十 1 有 
一 (1x 十 1c) 十 (18 十 18) = (a +a)+ (B+ B) 
=at (atp) +В, 
X 2(+p)= (1+1l)(a+p)=1l1(a+B)+ (a+ В) 
=(a+f)+(a+B)=a+ fi +a)-+ P 
Ш 556,195 а +В = Ва. ВЕ ӘЙ Уу. 
例 5 按 通 常数 域 上 的 加 法 与 数 乘 运算 ,下 列 n 维 向 量 集 合 
是 否 是 该 数 域 上 线性 空间 ? 
(1) V={(a,b,ab, a,b) 1a, bE Р}; 


(2) V тоц {a1 as sa, | Sa, = 一 1} 。 
i=l 


ж 〈1) 是 .对 加 法 运算 与 数 乘 运算 封 财 . 存在 零 元 (0,0,0， 
0, ,0,0) ,对 (a,5,a,5,… ,a,b) 存 在 负 元 (一 a, 一 6, 一 4, 一 b,"…， 
一 a, 一 .可 以 验证 ,满足 其 它 运算 规则 . 

(2) 不 是 ,不 存在 零 向 量 , 即 (0,0,*…,0)&V. 


第 三 节 维 数 、 基 与 坐标 
基 变 换 与 坐标 变换 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 V 是 数 域 P 上 的 一 个 线性 空间 ,ai a, G, 
(r>1) J V 中 一 组 向 量 , skotok, 是 数 域 P rB 69 32%, MU а= 
kia tka: +t: tka, ЖУА Е а, ,G2，… a, 的 一 个 线性 组 合 ， 
也 称 向 量 а 可 由 向 量 组 cl ,az Ga, ЖЩ. 


定义 2 Ж 
(I ) OQ O stt (s. 5 
(H) В. ‚В: ‚°** ‚В. 
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是 V 中 的 两 个 向 量 组 ,如 果 ( 工 ) 中 每 个 回 量 可 以 由 ([) 线 性 表 
出 , 则 称 CI) 可 以 由 (1 ) 线 性 表 出 .车 (I 工 ) 与 (下) 可 以 相互 线性 表 
出 , 则 称 C1 ) 与 (J) 是 等 价 的 . 
ЖУЗ 线性 空间 Y rR isj a smsa, (7r 之 1) 称 为 线性 相 
关 ,如果 在 数 域 P 中 有 r 个 不 全 为 零 的 数 & k. e 18 
Ра, tka: + +. tka, =0, 
ША Е a a. G, 不 线性 相关 ,就 称 为 线性 无 关 . 
2. 几 个 常用 结论 : 
(1) 单个 向 量 a 线性 相关 的 充 要 条 件 是 a 二 0; 两 个 以 上 疝 量 
Q) 00," G, 线性 相关 的 充 要 条 件 是 其 中 有 一 个 向 量 是 其 余 向 量 
的 线性 组 合 . 
(2) 车 向 量 组 ara. ,a REEK Н n $ B... В. 24 
性 表 出 , 则 <s. 
G) ЖАҢ m ,oo ,… ,a, 线性 无 关 , 但 向 量 组 o ,oz cr 有 
线性 相关 , 则 可 以 被 w a, G, 线性 表 出 ,而且 表示 法 唯一 . 
з. 定义 4 若 在 线性 空间 УН л 个 线性 无 关 的 回 量 ,但 Y 
中 没有 更 多 数目 的 线性 无 关 的 向 量 , 则 称 V Эп Е). ЖЕУ 
可 以 找到 任意 多 个 线性 无 关 的 向 量 , 则 称 V 为 无 限 维 的 . 
定义 5 在 一 维 线性 空间 V 中 ,nn 个 线性 无 关 的 癌 量 E.E, 
… z, КЈУ 的 一 组 基 . 设 a 是 V 中 的 一 个 向 量 , 则 6257706,5 
а REIK, H а 可 以 被 基 &1 ,es ，… g, 线性 表 出 , 即 
а= ае, азе +: agn. 
其 中 系数 wm ,ar ‘а, 是 被 向 量 a 和 基 E ,8:，… ,Ee, 唯一 确定 的 ， 
这 组 数 称 为 @ EH є. ete, 下 的 坐标 , 记 为 (al a, s san). 
定理 1 若 在 线性 空间 V 中 有 ?7 个 线性 无 关 的 向 量 xi， 
a:a’ A V 中 任 一 向 量 都 可 以 由 它们 线性 表 出 , 则 V 是 n 维 
的 ,而 G G>. o G@, ЖУ 的 一 组 基 . 
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4. 设 v 是 数 域 P 上 的 п 维 线 性 空间 rE 1823" 9 Š, 与 E; , 22 9 
е, 是 Y 的 两 组 基 . 关系 式 
Б = а Hang, + Ба, ё,» 


P 
£; — 41281 + аз: E; 十 … 十 QuzBE。 , 


g — dE |а», +... +a, 
称 为 基 变 换 公 式 , 可 以 形式 地 瑟 为 


+: J , 
(E; , 85 9 ° , £, ) 一 (£) y£ +°°* ‚Е.А. 


其 中 4 一 do Ü G, 


аа ae < a, 
称 为 由 基 ge ,g: ,，……E, | ву 60577,6, НЕ ВЕ. 
V 中 元 素 w E esete, 下 的 坐标 (zz，…z) 与 在 
Eeler oe, 下 的 坐标 (x1 ,zs，… ,xs) 满足 关系 式 
23 х) х! Tı 
|, т: 或 者 z: да |5 
x, x, т, x, 
5. i a, , GQ >" G, Tü В, ‚В: tee ‚В. JE V 中 的 两 个 问 量 组 ,4 一 
Caj) B= (b, ) 是 两 个 nXn 和 矩阵 , 则 有 以 下 运算 规则 : 
(Са, i G; ` @,JA)B= (Gmi,@;, ,0,) CAB); 
(Ais G@,)A+ (G.G; 0) B= Са, 02, 0) (АВ); 
(@ G... GAB B. B. A= (а, +В, a. th, а, TROA. 


疑难 解析 


1. 怎样 求 过 渡 和 矩阵 ? 

答 ” 求 过 渡 和 矩阵 的 和 常用 方法 有 : 

(1) 用 定义 求 . 直 接 计算 s.a (一 1,2, n) EIE ggz，…，2， 
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下 的 坐标 列 (a1 ,az;，… ,a ) 作 为 4 的 第 i 列 , 其 形式 为 
(в1›&2›*** En) = (E1 8: En JÀ. 
(2) 用 公式 (g1 EEn) = (EEE )A R. 4 V Елп Ж 
空间 时 › (е, z; ;64 ) 与 (81,62，… E D RRT AED EE ,从 而 
А==(є|,&,''°э&„) CE1 E2 En). 
(3) 用 坐标 变换 和 公式 了 二 和 A” 三 求 , 式 中 了 与 大 分 别 为 基 
(E1182 21) 与 (81,8;，… ,6;,) 下 的 坐标 列 , 从 而 
A= (Ts Egs Ln) (узу sty yn) 
2 同一 向 量 在 不 同 基 上 的 坐标 是 否 一 定 不 同 ? 不 同 向 量 在 
同一 关上 的 坐标 是 否 可 以 相同 ? 
= 同一 问 量 在 不 同 基 下 的 坐标 有 时 可 以 相同 . 如 等 问 量 0 
在 任何 基 下 的 坐标 都 相同 ;又 如 向 量 e =(1,0,0),g,=(0,1,0), 
6; 一 《0,0,1) 是 二 维 向 量 空间 的 一 个 基 ,el ,28g: ,3g: 也 是 三 维 回 量 
空间 的 一 个 基 , 向量 a= (1,0,0)=zs, 在 这 两 个 基 上 的 坐标 相同 ， 
都 是 (1,0,0). 
当 线 性 空间 的 基 确 定 后 ,每 个 向 量 的 坐标 是 唯一 确定 的 ,所 以 
不 同 向 量 在 同一 基 下 的 坐标 一 定 不 相同 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 证 明 : 在 实 范 数 空间 中 ,1,cos tcos2+ 是 线性 相关 的 ， 

证 当 1, cos t, cos2t 作为 回 量 时 ,因为 有 关系 式 cos2i = 
2соѕ21— 1, ТД 1 ,cos:t,cos2t 是 线性 相关 的 . 

2 ЖА (х), f, (z), f O BREZE PLzj 中 三 个 互 素 
的 多 项 式 ,但 其 中 任意 两 个 都 不 互 素 ,证明 它们 线性 无 关 . 

证 ”用 反 证 法 . 设 它们 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 上 ,ks， 
k: ,使 得 

ki fi (z) +k, f, (Oz) hk е Ск) 0. 
A k 520, WI) 
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лс) С) ЛС), 


知 Р, Сх), jz) 的 公 因 式 是 f(x) 的 因 式 ,从 而 知 Aala), fl), 
Р Сх) 22. 
例 3 ЖЕР 中 , 求 向 量 6 在 基 Е, ‚2 E3 ;84 下 的 坐标 . 设 : 
(1) а= (1,1,1,1), е = (1,1,1, 1), 6 = (1,1,1, 
—1),в,=(1,—1,—1,1),&=(1,2,1,1); 
(2) є = (1,1,0,1), 2, = (2,1,3,1), 6: = (1,1,0,0), е, = (0, 
1,1, —-1),6==(0,0,0,1). 
ж AA Esee e 线性 无 关 , 故 可 以 用 克拉 默 法 则 解 方程 
求 出 解 . 
ШАШУ Е А = (е, ,ss 8. ) 施 行 初 等 行 变换 求 出 解 . 
(1) DIE E= ag, T z;8; T z; gs T zas, ,因为 sos 8. 8, ZK 
性 无 关 , 所 以 线性 方程 | 
ti Hrt: Tx, T+ ,=1, 
Ly лә” £a r = 2, 
ZI 一 2 十 Ta 一 了 一 1， 
др 9 x; T xz, =1 


а=, n=}, L = L, z =. 
4 4 4 1 
或 写 出 矩阵 (g1 ,82 ,63 g, ), 作 初等 行 变换 
I 1 1 1:1 1 l 1 1:1 
1 1—1 —1 2 о 0 =2 —2:1 
I -1 1 —1 1 lo -2 о —2 0 
1 -1 —1 1:1 0 —2 —2 OO 
1 11 1: 1 1 11 1: l 
о1о 1 0 о1о 1: O 
о o 1 1:-—1⁄2 0 0 1 1: —1⁄2 
0 0 1 —1 0 0 0 0 —2: 1⁄2 


1 1 1 1. 1 1 0 0 0: 5⁄4 
0 10 1: 0 0 1 O 0 1/4 
о o 11 —1/2 0 0 1 0i —1⁄41 
0 0 0 1:-—1⁄4 0 0 0 1:—1/4 
所 以 = + | ©з та. 
(2) 写 出 矩阵 (el ,gz ,83 ,gz), 作 初等 行 变换 
1 2 1 0.0 0 1 0 —1:0 
1 1 1 10 11 1 10 
озо —-1 01 оз 0 -—1 0 
1 1 0 11 0 0 —1 01 
1 11 l: 0 1 0 00; 1 
010 —1 0 01 0 0; 0 
ol 0 —1| boon 0-1 
ооо 2: 0 0 0 0 1: 0 
所 以 ESTE T E. 


例 4 ЖЕЕ 25 аки Eg — £H A ; 

(1) Ж$ P 上 的 空间 P” 

(2) P EERIE R, ЕРЕЕН КЫ Р 上 
ВЈ 25 [8] ; 

(з) 第 二 节 例 2(8) 中 的 空间 ; | 

(4) ЗЕ ГЕ А 的 全 体 实 系数 多 项 式 组 成 的 空间 ,其 中 


] 0 0 | 
А = „ 0 Нага Е 
0 0 ш 


Ш d) 五 ,是 : 行 / 列 元 素 为 工 而 其 余 元 素 全 为 零 的 7 阶 方 
Е, ЗА Е, ,Ci,j 王 1,2,…,n) 线 性 无 关 , 生 对 任意 А = (a;),x， 


3 


€ Р"^" 有 A 一 > У аве, (i,j 二 1,2,… ,nn) 是 线性 空间 


[че] j= 
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的 一 组 基 ,有 可 知 P*"" R n° ФЕЈ. 
(2) 分 三 种 情形 讨论 ， 
E; ,7 一 1， 
F; = п Е, ДЕЖ ,显然 ЕК, 
Q 作 E, +E; , la ХЕ. J £ AE [Е E | 


Е, „ ,Fo ss Fs Ep 线性 无 天 ， 且 对 任意 п ИРЕК ЖН EE А = 
(a; ),x | 有 A= D Уа, ;是 


j=] j= 


Poe rh Е РЕТ а E, ET ДЕ" R. 
@ fE G; = E, — E, G <J), [Ж G; ЖЯ ЖЯ Е. 显然 
Giz Gi, Соз Gn G, ,线性 无 关 , 且 对 任意 n 阶 反 对 称 


ЖА = (a) Ж A= У) У) аиб, б.б... 
б, б.а R pepek asmia. a 
sen L T 

四 对 任意 上 三 角 和 矩阵 4 一 Co ) JEP a, =0 G>j) H A= 


У) У) а; JE; У E; Ы En Е, |, s" ‚Ез, E, У E= ВЕ, 
i=] j=] 


且 线 性 无 关 , 故 它们 是 P"” 中 全 体 上 三 角 和 矩阵 所 组 成 空间 的 一 组 
ж, нги” Оң. 

(3) 该 空间 中 数 1 是 零 元 , 数 2 是非 堆 元 ,是 线性 无 关 的 . 对 
于 任 一 正 实 数 a, H a=k • 2= 2 = k = logea =a = (loga) • 2 
知 & 可 由 2 线性 表 出 ,从 而 由 а 的 任意 性 知 , 空 间 是 一 维 的 ,2 是 
其 一 组 基 ( 任 意 不 等 于 1 的 正 数 都 可 以 作为 一 组 基 )， 

”一 1 十 V3i :一 二 1 一 v3i 
(4) 因为 Ww 7 


1, n= 3m, 
2-4 n=3m+ l1, 


ш, Xn 二 3m 十 2， 


w ==1,} В 
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从 而 A= 


1 E, n=3m, 
ај Е vja n= 二 3m 十 1， 
s w А, n=3m+2. 
即 知 fC(4) 可 以 表 成 E,A4,A” 的 线性 组 合 . 
又 设 hE 二 kA 和 十 kA 二 0, 则 由 
hb +Ë, tk, 一 0， l 1 1 
ki 二 kw Аза? =0,=>|1 о w |=3ш\(ш——1)550 
ki 二 kw tkw 一 0， l w w 
知 该 齐 次 线性 方程 组 只 有 零 解 , 即 五 ,4,4 线性 无 关 , 从 而 知 Е, 
А,А? 是 一 组 基 ,空间 是 三 维 的 . 
例 5 在 P: 中 求 由 基 se ,sl ,sg 到 基 тр отр, р o тр 的 过 淡 
矩阵 ,并 求 向 量 上 在 所 指 基 下 的 坐标 . 设 


є, == (1,0,0,0), п. = (2,1,--1,1), 
(1) є›=(0,1,0,0), 12 = (0,3,1,0), 
8з = (0,0,1,0), m = (5,3,2,1), 
8, = (0,0,0,1), n= (6,6,1,3), 
E= (дало ху, х)%Е mono nom 下 的 坐标 ; 
| є, 一 (1,2, 一 1,0)， mm = (2,1,0,1), 
(2) є,=(1,—1,1,1), nm = (0,1,2,2), 
g=(—1,2,1,1), L= 2,1,1,2), 
g.=(—1,—1,0,1), m = (1,3,1,2), 
E 一 (1,0,0,0) 在 gi go 8; 8, 下 的 坐标 ; 
є, = (1,1,1,1), т == (01,1,0,1), 
&=(1,1,—1,—1), n: =(2,1,3,1), 
°з) єз =(1,—1,1,—1), 1: = (1,1,0,0), 
g =(1,—1,—1,1), == (0,1,—1,—1), 


¿£=(1,0,1,—1)## Th ° f ° 7): ° fli 下 的 坐标 ， 
解 ” 利 用 疑难 解析 1 中 方法 可 求 过 渡 和 矩阵 . 
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(1) 因为 
m 2\1 8 一 81 ё, 
т; 一 Зе, + Єз, 
n; == 5= + 32: 28; T Е, 
9 人 一 6g: 十 6g: 十 8 十 384， 


2 0 5 6 
, Е 1 3 3 6 
得 (тї эл; oo nh n = CE s Ez ,853 E.) рро 
1 0 1 3 
2 0 5 Ó 
1 3 3 6 
故 过 渡 和 矩阵 A=) ，1 21 
1 0 1 3 
x=, x, 
T? £o 
H E= (E ,82 ,563,64) 一 (人 +b Mm 974 
T3 3 
Xa лу 
12 9 —27 一 33 
1 1 12 一 9 一 23 
кп А = o о о ~il 
—7 一 3 9 26 
ЕЕ (т отр 9) 下 的 坐标 为 
х! = + 六 一 本 zt， 
x, 一 latén- tn- Bn, 
27 9 3 21 
х= Ñ 一 全 Ti， 
3 3 
= n аро 
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(2) 利用 和 矩阵 乘法 . 取 el =(1,0,0,0),e,=(0,1,0,0),e;= 
(0,0,1,0),e,= (0,0,0,1). 由 
(&1,&»,&з,&4) == (el, e, e, e A, 


(m , f › 1: s Ma ) == Се, s > + Е; ‚е‚)В, 


1 1 —1 —1 0 —2 1 
2 —1 2 —1 1 1 1 3 
ARASI _ | | „| ә aal 
0 1 1 1 1 2 2 2 
得 (m momo nm) (g sE E g A В 
3 2—6 5 0—2 1 
{| 5—1 3 4 l 1 3 
Se 8 eT з 4 10211 
—3 一 2 一 7 8 2 2 
1001 
110 
= (6,8,6 +€, ) 0 1 11 = (gi +Ë; ,Ез + 8, )P. 
0 0 1 O 
P 即 为 所 求 过 渡 和 矩阵 . 


H T (e. , g; , Ез , £, )— (е, @> TE ,e JA, ТЕ < 一 (1,0,0,0) 在 
Ei 9， 163 1614 下 的 坐标 为 


А7\&'=--(3,5,—2,—3), 


| 3 9 2 3 
Bp E= тав та: Ta6s Ja54 
(3) 同 题 (2) 可 得 

1 1 1 1 1 2 1 0 
1 1] 一 1 —1 1 1 1 1 

A= 9 B= 9 
1 —1 1 —1 0 3 0 —1 
1 —1 —1 1 110 —1 


3 7 2 一 1 
{| 1 —1 2 3 
° | 
0 


1 —1 — 1 
== (1,0,0, —1)% Th › 1]2 ° ft › 1]. 下 的 坐标 为 
в-!&'=--(—4,—1,8,—3), 


1 3 
ИП 6=—2nm — m 4 n. 


例 6 由 例 5(1), 求 一 非 零 向 量 &, 它 在 基 gi ,8; ,663,84 与 
т.р 下 有 相同 的 坐标 . 
Ж RE ESC stt r) Æ e = (1,0,0,0), е = 
(0,1,0,0),&;==(0,0,1,0),&,=(0,0,0,1) FÉ 
E= хє F L282 T z;8; F T484. 
又 由 Ё = т troq Et Hat, 
Т, ++5хзсїбх,=0, 
得 方程 组 zi T+2z; +-3z, +6z,=0, р Ax=0. 
一 Zi 十 т z; + x,=0, 
21 + х, 2х, = 0, 
因为 ,由 х= Ах=> (А —– Е) х= 0, 80197788 
1 0 5 е | 
1 2 3 6| iz | |0 
—1 1 1 lllz| io 
10 1 211) Lo 
解 此 齐 次 线性 方程 组 ,得 通 解 ti 5 x, = x, =c,z, = —c. W 
一 (cycycy 一 5)， 
例 7 (1) 证 明 : 在 P[ z], 中 ,多 项 式 
Р, = (ж-а): (хал) Сета) (Xa) (1=1,2,. ,1) 
是 一 组 基 , 其 中 al ,a;,… а, 是 一 组 互 不 相同 的 数 ，; 
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DER ат заз, ‘за, 是 全 体 ? 次 单 根 , 求 由 基 1,z,2 2" 
到 基 f1,f;,…,f, BJ PS Е. 

证 C) 由 于 PLxj, 是 nn 维 空间 ,所 以 只 需 证 明 fi, f. 
f, REER. 

设 有 一 组 数 kiskot skn EIF 

k fit Р КЁ, р, 0. 

将 z= 二 ai RA, WAA Alai) 320, M fila) 50 G=2,3, n), 
LIS H ki Са )=0= k, 0. |А], п] K 48 k. =... =, =0. 从 而 ， 
Я.Р fa 线性 无 关 , 是 一 组 基 . 

(2) 可 取 a =e; ‘U2 Ез »''"' GQ, En) 即 n REAR, WMA 
2" = l= (хе) lre) Cre, = (хте), G=1,2,: n). 
H e; =1,4Ẹ 


x”—] 


заа 
得 出 由 基 1,2,5," 到 基 Sis ооо f. ЙЕ 
б €2 и Е 
12 € ° єл ° 
£l Ез Е 


1 ] ... 1 

例 8 Р, 是 PP 上 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 全 体 , 求 由 基 а, 
=], ==," QG, L = z" З В, =1,Bp.—= (z—a), a Brr 0С 
а)" 的 过 渡 矩 阵 ,并 求 多 项 式 f(z)— a tart +a,z" 在 这 两 
组 基 下 的 坐标 . 

解 ” 设 所 求 过 渡 和 矩阵 为 4, 则 4 的 第 1) ЕВ, = (с-а) 在 
E leer" FREER MA 
1] —a da” се (—1)"а" 
0 1 — 2a + (1) па" 
0 0 $ ... 1 
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X / (х) =а Ta z+ tan" 在 基 1,z,… z" 下 的 坐标 列 为 其 系 
A HEKO JI e E Caos aistean) ;在 基 1,(жх—а),(\х—а)* ,*®е, 
(ZX 一 a)" 下 的 坐标 列 为 其 泰勒 (Taylor) 展 开 式 系数 排 成 的 列 向 量 ， 
Bp 


f 


У f” ) ] у 
(Ga), у а) Y Зр" ба) } 


例 9 设 V 为 由 零 及 次 数 为 n 的 nm 个 未 知 量 的 齐 次 多 项 式 
作成 的 线性 空间 , 求 V 的 维 数 . 

Ё I zi ,Xo ,Xs Am 个 未 知 量 , 因 为 任意 一 个 次 数 为 n 
的 m 个 未 知 量 的 齐 次 多 项 式 f (zi ,x;，…,X,) 均 可 难 一 地 表 为 


2 Ё Ё Ё 
f (mi Z. t° Z, J) = > | йк, у Ty Бы”! + 
kytky t tk u = n 


BV] zu x= (zm (0<Ë Sn, k T hk. o + Ë, = n) E 2& EZ la] V 
П Ж, (z га Б)" 展开 后 非 同 类 项 的 项 数 ， 
等 于 从 т 个 元 素 zz z, 中 每 次 取 nn 个 元 素 的 重复 组 合 数 . 
故 维 数 


_ — | 
Сл+т-- 1 Cry rn” 1 


_ (п+1) (9+2) Сит 1) 
(m— 1)! | 


例 10 证 明 : 向 量 w 王 (1, 11),as = (1, .,1,0),..  @, 
二 (1,0,…,0) 是 空间 Р" 的 一 组 基 . ЗРК а= (аа, ›а„) 
在 此 基 下 的 坐标 . 

证 因为 以 aiaa 为 列 向 量 的 矩阵 


1 о = Q 0 
是 满 秩 的 ,所 以 wa ，…a 线性 无 天 ,是 P" 的 一 组 基 . 
解 方程 组 ха tarra: tte Fra, =a, R h A 
хра, Lo А-1 Ups’ sr Ul Ud: 
W Ай, ЛЕ 15] E а= (а, edo | s "° ,在 基 ua, ,Cs ，… 0， 下 的 坐标 . 
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例 11 设 an,az,，…,a: Æ n 维 空间 V 中 一 组 线性 无 关 的 回 
量 , 证 明 : 总 可 以 添加 2 一 ”> 个 回 量 ga 使 得 a. G. 
Amit G, 作成 V 的 一 组 基 . 特别 地 ,” 维 线性 空间 中 任意 2” 个 线 
性 无 关 的 同 量 都 可 以 取 作 基 ， 

证 i op. p. 是 V 的 一 组 基 , 则 每 一 a; 都 可 由 及 ， 
B... B. 线性 表 出 .适当 改变 所 ,Pp，,…,p 的 编号 ,可 以 用 ar a, 
“G, 替换 前 7 TÆR B bo p ,得 到 一 个 与 А.Б, B. F 
Ht BJ ln] Æ H a, 0 sets Ba PRR CREAT PES Bt oeo B. ,是 
它 本 身 的 一 个 极 大 无 关 组 ,因而 是 Y 的 一 个 基 , 取 а = В; G= 
7 十 1,…,n) , 则 命题 得 证 ， 


第 四 节 ”线性 子 空间 ” 子 空间 的 交 、 和 与 下 和 


主要 内 容 


1. 定义 1 数 域 P 上 线性 空间 V 的 一 个 非 空子 集合 W 称 为 
V 的 一 个 线性 子 空间 (简称 子 空间 ) ,如 果 W 对 于 V 的 两 种 运算 也 
构成 数 域 P 上 的 线性 空间 . | 

定理 1 若 线性 空间 Y 的 非 空子 集合 W 对 于 VV 的 两 种 运算 
是 封闭 的 , 即 满足 条 件 : 

(1) EW Фа Во, ШУ 一 定 同时 包含 域 P "ЕАУ 
а 的 数量 乘积 ka. | 

(2) # W 中 包含 向 量 x У B. W НЕВА Уур atp. 
则 W 是 一 个 子 空间 . 

2， 由 单个 零 向 量 所 组 成 的 子 空间 称 为 零 子 空间 . 零 子 空间 与 
线性 空间 本 身 这 两 个 子 空间 又 称 为 平凡 子 空间 ,其 余 线 性 子 空间 
称 为 非 平凡 子 空间 . 

齐 次 线性 方程 组 Ах=0 的 全 部 解 向 量 组 成 的 子 空间 称 为 齐 
次 线性 方程 组 的 解 空间 , 维 数 等 于 nr (r= СА)). 
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由 线性 空间 V 中 一 组 向 量 @) ,a; ,…' ,@, 的 所 有 线性 组 合 Riai 
十 kz@2 十 … 十 ka 构成 的 V 的 一 个 子 空间 , 称 为 由 eva, G, 
ERRETZE, wA La ,as *… ,a,). 

3. 定理 2 (1) 两 个 向 量 组 生成 相同 子 空间 的 充分 必要 条 件 
是 这 两 个 向 量 组 等 价 ; (2) L(m ,as，… ,a,) 的 维 数 等 于 向 量 组 @， 
а: or Ж). 

定理 3 设 W 是 数 域 P En 维 线 性 空间 Y 的 一 个 m 维 子 空 
间 ,as ,az ，…Cn R. W 的 一 组 基 , 则 这 组 回 量 必定 可 以 扩充 为 线 
性 空间 Y 的 基 . ВЕУ PAn RA) nm A E ant Ant’ 
а, ,使 得 a a... ,0 ЖУ 的 一 组 基 . 

4. 定理 4 EV oV: 是 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 , 则 它们 的 
交 Vi ПУ, 也 是 V 的 子 空间 . 

子 空间 的 交 有 以 下 运算 规律 : 

У, ПУ, =У, ПУ, V AVVAV =V П (У, ПУ). 

v, ПУ, 1. ПУ, = ПУ, 也 是 子 空间 . 

定义 2 WV, V, 是 线性 空间 V 的 子 空 间 ,w 5 V, 的 和 是 
指 所 有 能 表示 成 а, 二 ez ,而 a, € V, ,a, € V, 的 向 量 组 成 的 子 集 
合 , 记 为 十 V:. 

”定理 5 EV oV: 是 Y 的 子 空间 , 则 它们 的 和 V, + V, 也 是 

V 的 子 空间 . 

子 空间 的 和 有 以 下 运算 规律 : 

V +V =V +V (Vi +V,)+V,=V,+ (У, РУ). 


V, +V: tee +V, = У Vi 也 是 子 空间 . 
і = ] 


关于 子 空间 的 交 与 和 有 以 下 结论 . 
(1) RV VW 都 是 子 空间 , 则 由 WECV БСУ, ИЖ 
出 УСУ, NV: mh УУ, Б W2V, ИДЕН WV, +У,. 
(2) ZAE: У, СУ, Vi [Vs= 二 VV +V,= V, 是 等 价 的 . 
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5、 定 理 ( 维 数 公 式 ) # V,,V, 是 线性 空间 V 的 两 个 子 空 

Па], uJ 
Ж(У,)-+ 3E(V,)=# (V, +V,)+3EC(V AV). 

推论 +z EREZA V 中 两 个 子 空间 Vi, V, 的 维 数 之 和 
KF n W V, ,V, 必 含 有 非 零 的 公共 向 量 . 

6. 定义 3 设 Vi,V; 是 线性 空间 V BJ f 2 |8], #M V, + V, 
中 每 个 向 量 a 的 分 解 式 

а=а,+а;, а ЄҮ,, QEV, 
ВИЕ КУВА, У, GV... 

定理 6 ЖУ, ТУ, 是 直 和 的 充分 必要 条 件 是 等 式 a, + a, = 
0a EV; (一 1,2) 仅 在 а 全 为 等 癌 量 时 才 成 立 . 

推论 ЖУ, ТУ, 为 直 和 的 充分 必要 条 件 是 Vi ПУ, = (0). 

定理 7 RV V: ЖУ 的 子 空间 , 令 W=Vi 十 V;, 则 W=V 
OV: 的 充分 必要 条 件 为 维 (W)== 维 (Vi) 十 维 (V,). 

定理 8 设 U 是 线性 空间 VV 的 一 个 子 空间 , 则 必 存 在 一 个 子 
25 [н] W, iE V= UG W. 

7. 定义 4 BVV V 都 是 线性 空间 VV B) f = [Н], AM 
VHV: + e +V, 的 每 个 向 量 @ ЮУ a= a, +G, ~ Ба, G; 
ЄЎ; G=1,2, s) EBE — BJ , 1° fü ЖК J B ЯП, ТС У, ФУ, 
OV.. 

定理 9 设 Vi,V,,…,V, 都 是 线性 空间 VITZ, F m 
些 条 件 是 等 价 的 : 

(1) W= >; У, 是 直 利 ; 

(2) 零 问 量 的 表示 法 唯一 ; 

(3) VN У V,=(0) G=1,2,.% ,3); 

6} 


(4) 0) = Уу ФУ). 


疑难 解析 


1. 怎样 求 两 个 子 空间 V, 与 V; 的 和 与 交 的 维 数 与 基 ? 
答 WV =La sma), V =L BB). MJ V, + V, 
一 Lo G.G, b. B). ЖЖ V, +V, 的 基 , 就 应 求 a, ,az， 
`. G. B k f, 的 极 大 无 关 组 .将 这 s 十 1 个 向 量 的 坐标 列 排 成 n 
X Се Е, Сал a. a, b ,如 ) 作 初等 行 变换 ,化 为 阶 
ЖЖ (он a’ R B ,PB ), 设 其 秩 为 7, 则 Vi 十 V, 为 7 Е. 
MI 了 阶 不 为 零 子 式 所 在 列 回 量 即 为 V, + V, 的 一 组 基 . 
# V, Ns Ж,У, N h 维 ,Vi НУУ а 0, ‚У, 的 基 为 
Б, ,及 ШУРЕ —– aEV ПУ, A аЄУ, ,аЄУ,. TE 
а= Аа БА а Te БА, а, = ра В. To р, В, . 
对 以 入 一 站 一 上 为 未 知 元 的 线性 方程 求解 ( 仍 可 利用 
上 面 的 阶梯 型 ,只 和 需 划 去 (一 5 ) 十 (一 4) 列 ), 则 此 齐 次 线性 方程 组 
м Qa, — pa Bi — B=0 
的 解 空 间 的 维 数 即 是 Vi ПУ, 的 维 数 ,以 其 基础 解 系 {9} 为 组 侣 
系数 得 到 的 {r;) 就 是 Vf1V, 的 基 . 
2. 怎样 构造 子 空间 ? 
S ”构造 子 空间 的 一 般 方法 是 : 
设 V 是 一 个 线性 空间 ,5 为 V 的 一 个 非 空子 集 . 令 
L(S)= {kt ksé +. kË |ë € S,; C P t€N), 
ДОС) V 的 一 个 子 空间 . 
НУ, (Е а= аа, Tam + Баа, ,В= b p, "В, + + 
bB ORP asa В.В, € S,a ,ab b ЄР, 
а+В = аа, tee Таа, +b В. T bB, ELS, 
ра = Ба, а, + kaza: ++ + ka, а, € L (S). 
从 而 知 上 L(S) 是 一 个 子 空间 . 
3. 是 不 是 任何 线性 空间 都 是 有 限 元 生成 的 ? 
答 ЖА. 可 以 用 反 证 法 说 明 . 5 PLzj 是 有 限 元 生成 的 , 则 
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з ЧЕЗ ШШ Cr), f(r),…,f,(z) 是 PLzj 的 一 组 生成 
元 ,这 时 对 线性 空间 PLzj 中 的 任 一 向 量 g(x), 必 有 

g(z=)=b, fi(z)+ k, falx) tee tk р, Сх), ЄР. 
УЕ х 2 Ji д, АРЕН — T BB yE HJ IK 3 , НАК У m, 
所 以 当 р(х) 三 2 时 ,上 式 就 不 可 能 成 立 , 从 而 知 PLzj 这 个 线性 
空间 不 是 有 限 元 生成 的 . 

对 于 有 限 元 生成 的 线性 空间 ,其 生成 元 一 般 也 不 只 一 组 ,如 
Р" 一 (CEB stren) 5 LCE 2E stea 2E) SLE ,28 "1 NE, ). 

4. 两 个 子 空间 的 并 集 能 否 作 成 子 空间 ? 

E 一般 作 不 成 子 宇 间 . У, = (Сх, у,0) | х,уЄ P}, У, = 
((O,y,z)|]|y,z=€ P ЮЖ V, U V, 就 不 是 子 空间 . 因为 , 取 a = 
(1,1,0),8=(0,1,1), Ж a BEV UV. BE atp «У, +V.. 
所 以 V, ЈУ, 不 是 一 个 子 空间 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


H1 баа, G, 是 2” 维 线性 空间 V 的 一 组 基 ,4 是 一” 
Xs +, | 
(B... B... B.) (Gia... G@,)A, 
ЕНН: СВ, Berte BO BERET A ВЈ. 
证 REA) =r, RI A A r 列 线性 无 关 , 并 将 A 的 前 + 
列 分 块 为 4 ,后 一 > 列 分 块 为 4， 则 А=‹(А,,А,), (СА,) = 
秩 (4)==”, 因为 
(pp 有 8) 一 (Gy 0, 0) A, 


所 以 СВ, ,py 有) 一 (ol а," G, A.L. 
设 有 k B tkp tee tk B. =0, NA 
k, kı 
k, b, 
(о, G; 0) A . =0=> A, . = 0. 
k, k 
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HEC =г я, X-T kı „оз "+", k, 的 方程 组 只 有 零 解 , 故 В. ‚В , 
В. REER. 
ERB G=1,2,: s) P A Rj IREA 右边 ,构成 
Ж Е В,, ШЖ 
(N "В, В.) = Са 0, ,а,)В,. 
设 有 АВ 十 … 十 /8 十 [8 一 0, 则 有 


i, i, 
l; L, 

(а; 8: 有 А =0=>B, , =0, 
Li {,+\ 


HB) =r ML, £ T А, Л ЖЕНИ АЕ Ж. МТ В, 
В.В, Zk PE AB > RI Bob. (Ü ‘р. 是 有 ‚В,‘ В, 的 一 个 极 大 无 
关 组 .因而 

dimL (B. ,B. ,* ,Bb,)=r. 

例 2 У, ,У, 部 是 线性 空间 V 的 子 空 间 , 且 VSV: ШЕВ. 
者 Vi 与 Vi 的 维 数 相等 , 则 ww = V,. 

证 У, 的 维 数 为 r, 夺 r= 二 0, 则 Vi УУ, 都 是 等 空间 ,显然 
相等 . 当 755 0) 时 , 任 取 ү, 的 一 组 基 Œi s G (Ú Or H + V, 与 V, 
维 数 相等 , 故 @ ,as n, 也 是 V; 的 一 组 基 , 所 以 V; 中 任 一 同 量 
均 可 由 ara... z, 线性 表 出 ,而 ао, а, 的 任 一 线性 组 合 
也 是 V РЮА, Р V =У,. 

3З i AEP” 

(1) 证 明 : 全 体 与 4 可 交换 的 矩阵 组 成 P”" 的 一 个 子 空间 
ССА); 

(2) 4 ASE В, ССА); 

1 0 0 = 0 


0 2 0 = 0 
(3) 当 4=| ， + ，” ER C(4) 的 维 数 和 一 组 
о 0 0 Л 
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26. 
证 (1) 因 为 4,E 都 可 与 4 交换 ,所 以 C(4) 非 空 , 取 A ,有 Ah， 
ЄС(А) ЄР, д) 


(А, ТА, )А=А, ATA, A АА, ТАА, =А(А; РА, ), 
(kA ®)А = АСА, А) = САА) = АСАА, ), 

ВА, +A, 与 ААЄСКА), Ж ССА) Ж T [8]. 

(2) 33 A= E ЕЈ, ЛЕУ BE AB PJ =) S u EF 38 38, И ССА) 
= p=", 

(3) 能 与 所 给 和 矩阵 4 交换 的 矩阵 只 能 是 对 角 阵 ( 见 第 四 章 第 
一 节 例 5) ,同时 所 有 对 角 阵 都 可 与 4 交换 , 故 C(4) 是 n 维 的 ， 
El E, ‘~ 五。 是 其 一 组 基 . 
1 0 0 
例 4 i&A=|0 1 0 
3 1] 2 
所 生成 子 空间 的 维 数 和 一 组 基 ， 

解 ” 因 为 
1] 0 O 1 о 0 0 
0 1 0 0 + 0 -Eta 
3 1 2 0 3 1 1 
所 以 ,与 A 可 交换 的 全 体 矩 阵 就 是 与 А, 可 交换 的 全 体 和 矩阵 , 即 
C(A) =C). 


可 交换 


Ж P”“ 中 全 体 与 A 可 交换 的 矩阵 


А= 


- 
— 


O 0 
1 0 
0 1 


a b c 
w В= |а b a 为 一 可 与 А 交换 矩阵 . 因为 
49 b; Сә 


O 0 0 
Заа, Һа, 3btb +b, 3c 十 cl 十 cs 
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3c c c 
BA = а C) 1 А 
3с» С» С» 


AB=BA. 
比较 两 端 矩阵 各 元 素 可 得 
1 1 1 1 1 
а= h b tts, b= b Tt ts. 
a =b, bD =Ë, mast, =. с. 
于 是 B=: В, +:,B,+t,B,+t B, +t; В.. 


故 C(4) 的 维 数 为 9 ‚В, ‚В, ‚В, ‚В, ‚В; Je — 3%. 


—1⁄3 0 O —1⁄3 0 —1⁄3 0 0 
0 0 0 0 0 O 1 0 0 


0 一 1/3 0 1 1⁄3 O 
p= 0 | В;=|0 0 | 
О 1 0 0 0 1 
#15 Жж саа+оВ-с,у=0, Н сс, 30, ЕВ :1 Са, В) =1., у). 


证 由 ас 70 Я, с 30, c, Z 0, bk H R W u 19 а= — 2 


一 全 7, 即 a 可 由 B,Y 线性 表 出 ;又 y=— a 28, 8 y [iH a, B 


线性 表 出 . 从 而 知 a, 了 可 由 BB,Y 线性 表 出 ,p,Y На, р 线性 表 
Hap EBr 等 价 , 于 是 
L(ga,P)=L(B,Y). 
例 6 在 Pt 中 , 求 由 向 量 a; (i=1,2,3,4) 生 成 的 子 空间 的 
基 与 维 数 . 设 


m=(2,1,3,1), а =(2,1,3,—1), 

а ==(1,2,0,1), a: = (0-1,1, 3,1), 
(1) 4 ° (2) 4 

аз =(—1,1,—3,0), a, =(4,5,3,—1), 

a, = (1,1,1,1); Ф. == (1,5,-—3,1). 
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解 ” 用 矩阵 的 初等 行 ( 列 ) 变 换 求 出 基 与 维 数 . 
(1) 以 Œ G; s Gs , G. | fE ÉE £ ,并 作 初 等 行 变 换 ,得 


1 —1] 1 0 1 O 0 
1 2 1 1 о 0 0 0 
А= — =B, 
3 0 —3 1 о 0 3 1 
1 1 O 1 —1 0 2 0 


知 Oi O , G 线性 无 关 ;是 L(a sO + O03 , ü, ) 的 一 组 基 , 维 数 为 j, 
(2) 以 a saza: G, ТЕЎ) Е, ЗЕТЕ +y 3 8 


2 —1 4 1 0 1 2 2 
1 1 5 5 0 0 0 0 
A= — y =B, 
3 一 3 3 —3 0 0 0 0 
—1 і —1 1 —] 1 —1 1 


知 о, ,as 1363,3 La ,Gz ,as ,04) 的 一 组 基 , 维 数 为 2. 
例 7 E P 中 , 求 由 齐 次 方程 组 
Зх 25, 5z,+ 4х, 一 0， 
和 m+ 3z,— Зх, =0, 
3T1 十 5x — 1323 llr, == 0 
确定 的 解 空间 的 基 与 维 数 . 
解 ” 一 组 基础 解 系 即 解 空间 一 组 基 , 系 数 矩 阵 的 秩 即 解 空间 


的 维 数 . 因为 
2 一 4 1 0 1⁄9 —2/9 
3 —1 3 一 3 一 ~|0 1 一 8/9 7/3 
5 一 13 li 0 0 0 
m=(=4, 8,10), æ= (4-4,0). 
例 8 求 由 向 量 a 生成 的 子 空间 与 由 向 量 及 生成 的 子 空间 的 
交 的 基 和 维 数 . 
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(1) EE А 
ав == (—1,1,1,1), В,==(1,—1,3,7); 
(2) fo Ан 
аз = (1,0,1,1), В. = (0,1,1,0); 
а= (1,2, —1,—2), 
(3) <a: = (3,1,1,1), 
a, 一 (一 1,0,1, 一 1)， 
Ж асу, NV: MWA а= х,а, xa, = — yB — yp. B 
210. 200 + у + у; = 0. 
(1) 将 a: a, ,PB p. 代入 ,得 


和 
B.=(—1,2,—7,3). 


2, T? +2y 十 ya 一 0， у Уз › 
2z, 十 zz 一 人 一 у =Ü, , х;==-4у,, 
解 得 
Lı TT 十 3y 一 0， У == Зу», 
22 Ру 7 у =0, уз = уз, 


所 以 ,了 一 yy 人 一 0 2, 3.4). B|! Vi ПУ, 是 一 维 的 ,( 一 5,2,3,4) 是 其 
一 组 基 . 
(2) 将 Ql -0 ‚В. ‚В 代入 ,得 


z + x; = 0, Li =O, 

Ti + у, =0, , х. =Q, 
解 得 

2 ty Ty, =0, yi ==0, 

x, y) ==(), у =Q, 


МУ, ПУ, 是 零 空间 ， 
(3) 将 O G; ‚В. ‚В, 代 人 ,得 


| 21 =3у, 
2 3х — x; 25у — У = 0, 
©0575}, 
221 + x° 十 5 十 2y =0, 4 
解 得 хз=-—2у\, 
一 Zi 十 xz; 十 XZ; 一 6y1 一 7 у, =0, 
Уу У; 
— 2x, + Lı ху 95, — 3y, =Q, 
y. =0, 
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МУ. ПУ, 是 一 维 的 ,8, 是 其 一 组 基 . 
例 9 У, УУ, 分 别 是 齐 次 方程 组 
л 十 zz 十 十 了 一 0， 
2р = xz> 一 … == z, 
的 解 空间 ,证明 :P" 二 VV;. 
证 因为 P 的 任 一 同 量 x 二 (zi , z> + *** ,xX,) 可 分 解 为 


x= (x, — t £ ty Z, t)+t(1,1,:-:° 1). 


W =n Hr Ба), 
则 (zl 一共 十 (zs 一直 十 十 (一 四 一 0， 
№ Сх tta t,x, 0) EV 而 1 ,1,1)EYVY, ‚Ё 
Р" = ү, +V,. 
又 可 由 zi Fx; T tr, =0 5 z, = x, = += = z, 18 z, = x; 


=. = х, 0, В} V, ЦУ, =0 成 立 , 故 P' =V,GV.. 

例 10 WER: E VSV OV: Vi =V, OV, W 

V=V u OV: У). 

证 V=V,u +V, +V, 是 显然 的 . 

再 设 an 十 ci 十 as 一 0, 式 中 aa € Vu G, СУ, € V, , WJ H 
(al 十 ai ) 十 0 一 0 K V=V,GV, 可 得 oa 十 an 一 0,az: 一 0. 又 由 
Vi =V ®V í а„=0›,а„ь =0. 从 而 V=Vn 由 Vi 中 V:. 

例 11 证 明 : 每 一 个 ” 维 线性 空间 都 可 以 表 成 ”个 一 维 子 空 
间 的 直 和 . 

证 iaia, G, Еп 维 空间 V 的 一 组 基 , 则 LL(@;) G= 
1,2,…,n) 都 是 V 的 一 维 子 空间 ,县 

Lad t L(mg@,)+ + L(gZ,)=L (m ,0 ,0 ) = У. 

У dimL(a,)+dimL(a,)+ = + dimL(g,)=n=dimK(V), 

所 以 V=L(a ) DL a) DLC). 


例 12 证 明 :和 >) V, 是 直 和 的 充分 必要 条 件 是 
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үлп 500 (Gi 一 2，…,5). 
证 到 分 性 BEV Vas “У, 都 是 空间 V 的 子 空间 ,又 设 


v, 0 Уу, = = (0), 
© Ó+ @ + °° +a, 0 a CV, , k= 1,2, s), 


г—1 
则 а, 1 一 … 一 CEViT > V,=10;. 
j=l 
从 而 а= 0 (i==1,2,…,s), 即 У V, 是 直 和 . 
i=1 


必要 性 设 УУ, EEM M ау, XV, B 


a= teta- ta teta EV, 
于 是 а, Hee Ба. +С а) +а; T° а, =) 


因为 > V: 是 直 和 ,所 以 a= 0, 即 Vimn 之 V = 


例 13 在 给 定 了 空间 直角 坐标 系 的 三 维 空间 中 ,所 有 自 原 点 
引出 的 向 量 添 上 零 向 量 构 成 一 个 三 维 线性 空间 R. 

(1) 问 所 有 终点 都 在 一 个 平面 上 的 向 量 是 否 为 子 空间 

(2) 设 有 过 原点 的 三 条 直线 ,这 三 条 直线 上 的 全 部 向 量 分 别 
成 为 三 个 子 空间 LsL, La. [B] L, +L, , L, + L, + L, В, Е: 
类 型 的 子 空间 , 试 全 部 列举 出 来 . 

(3) 用 几何 空间 的 例子 来 说 明 : 若 U,VY,X,Y 是 子 空 间 , 满 足 
О+У= Х,ХоҮ, ж-ж Ү=ҮПО+ҮПУ? 

解 (1〉 当 终点 所 在 平面 过 原点 时 ,所 有 向 量 构成 一 个 二 维 
子 空间 . 不 过 原点 的 平面 不 包含 零 向 量 , 不 构成 子 空间 . 

(2) 对 于 六 十 L:, 若 两 直线 重合 ,是 一 维 子 空间 ; 若 两 直线 不 
重合 ,是 二 维 子 空间 . 

对 于 工 十 Ls 十 L;, 若 三 直线 重合 ,是 一 维 子 空间 ; 若 三 直线 不 
在 同一 平面 上 ,是 三 维 子 空间 ; 若 三 直线 在 同一 平面 上 ,但 不 重合 ， 
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构成 二 维 子 空间 . 

(3) А, 为 过 原点 的 两 条 直线 ,在 直线 上 的 全 体 问 量 分 别 
构成 一 维 子 空间 U 与 V, 则 X=UQV 为 二 维 子 空间 . Ы i 为 过 
RAHLE ,lis 所 决定 平面 上 任 一 条 不 与 ,ls 重合 的 直线 , 令 L 
上 全 体 向 量 构 成 的 一 维 子 空间 为 Y, 则 YCX, 昌 YYfiU=YfIV= 
0, 于 是 Y 关 (YNDD@CYNV). 

例 14 设 f(zi ,zz，,… ,ZX;) 是 一 秩 为 n 的 二 次 型 ,证 明 : 存 在 
R 的 一 个 二 (n 一 1s|) 维 子 空间 Vi( 其 中 ;为 符号 差 数 ,使 对 任 一 
(m ,Z; TX) EV 有 f(mi z), Zr,)= 0). 

证 ”因为 f 为 二 次 型 ,不 妨 设 正 惯性 指数 为 p, 负 惯性 指数 为 
q, 则 |1z2 一 q| 王 yb 十 g 一 ”2, 且 存在 可 逆 阵 С, у= Сх, іф 

= + yy ya Уны 


1 р <a), 
有 —(n— |s| ) = 
д 2 q (p>q). 
0 
1 0 
0 1 ' pp 个 
‚ | 
, pT . p 个 : 
l 1 
Ü 0 
今 g, 1 sE — 0 , Ер T О , 
0 1 
. 个 个 1 个 
0 0 i 
0 


则 є, ,2;，… ,Es 显然 线 性 无 关 . 用 上 面 的 C 作 方 程 组 Cx =; (1 = 
1,2，…, 力 ) ,分 别 求 出 解 wo ,az ，… ,as. 作 线性 组 合 
Li (Са) + L, (Cu, )- 1, (Cum ) 一 0， 
Вр є, tle tee tle 0, | 
从 而 知 һ=Ьь=е+={„=0,[М aa, 线性 无 大. 
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任 取 x C LCa as 和 …o) ;将 x= kia Аа +o + ka, IÑ 

А у =Сх, 1% 
yo = (hi, k ki 0 0) ， 

Ж 一 xo4xo 一 0. 知 p 72518] L (a, ,az ，…'ap) 即 为 所 求 了 

p 之 9 情形 类 似 可 证 . 

115 i Vi V: 是 线性 空间 V 的 两 个 非 平 凡 子 空间 .证 明 : 
EV hfrfra Ë a| &V a & V, 同时 成 立 . 

证 因为 V, ,Vs 是 非 平 凡 子 空间 ,所 以 存在 @ SV. Fag 
V:, 则 命题 得 证 ; 若 gcEV:, 另 有 有 和 V: ERNE B СУ, ,命题 也 得 
证 . 设 8EV, 则 akViaEv BEV B &V:. 

考虑 a 十 BEV, 由 BEV 一 >aEVi, 从 而 得 出 矛盾 ,所 以 a 二 
&V,. 类似 可 证 @ 十 Bp & V,. 于 是 命题 成 立 . 

例 16 设 Vi,V,,…,V, 是 线性 空间 V 的 非 平 凡 子 空间 .证 
明 :V 中 至 少 有 一 个 向 量 不 属于 ViVe V 中 任何 一 个 . 

证 ”用 数学 归纳 法 证 . 

s=2 时 , 即 例 15 情形 ,已 经 证 明 . 

设 ;=k 时 命题 成 立 . 

对 于 s 二 上 十 1, 设 Vi ‚у, ‚ә Уу N V 的 非 平 凡 子 空间 Ш 由 $ 
=Ë 时 命题 成 立 知 , 至 少 有 一 g 不 属于 Vi,V: Ve 中 任何 一 个 
下 面 用 反 证 法 证 命题 成 立 ， 

Fa &Va , 则 命题 成 立 ; 若 аЄ М, +1 ‚ШАХ В & Viri , Е 
组 

a+f,2a+ B,C(k+1)atp, @ 

Он 8 -— ЖЖ / F У,,У», V, 中 的 任何 一 个 . 否则 ， 
式 中 一 定 有 两 个 向 量 同 属 某 一 Vi (1<<;< Ë), AmA Ip] 8 3 
ma (0<|m| SP EAF У;.Х-5а&У, FA. 

ERDHA у= la +В 不 属于 V, ,V,,- V, 中 任何 一 个 ， 
则 因为 a & V... A. у & Via H y АЈА T У, ‚У; 9 
V,, V. B ЕТ — 
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117 ЖУ, 与 V 是 nn 维 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 ,是 
dim(V, +V,)=dim(V, ПУ, +1. WŒ :У, СУ, 3 У,СУ,. 

Е 因为 ату, +dimV, =dim(V, БУ, ) +dim(V, [1 V, ) , W) 
由 题 设 得 ату, 十 dimV: =2dim(V, ПУ) +1. 显然 ， 

dim(V, ПУ; Сату, dim(V,[1V.,)C dimv.. 

当 不 等 式 严 格 时 ,有 

dim(V, 1V,) +1<dimV,, dim(V, [1V,)+ 1<dimV.. 
wA 2dim(V, (1V,) + 2<dimV, + dimV, , УВА 38 2° JA. 因此 ， 
或 者 dim(V, ПУ, ) = dimV, ,或 者 dim(V, (1V,)= dimV, , В V, [| 
ү, =}, 或 Vi ПУ, =V, , 故 命题 成 立 . | 

18 #У,={АЄМ„(К)|А' =A),V,=(AC M,(K)|A' = 
А) W:M, (K) =У, @У,. 

证 V,,V, 显然 是 M,(K) 的 子 空间 . 设 A ЄМ,(К),ЩА=В 


十 C, 式 中 B—- (A+A C=} A-A’). 因为 B= 二 B,C =—С, 


所 以 BEV, C€ V, FÆ М,(К) =V, +V.. 

Ж АСУ, NV: Д ASA HA=—A ,所 以 4=4 = —A=>2A 
=0, Nk, V, 1V.,=0,M,(K)=V.,GV.. 

证 明 V=V,G@V,, ЕН А Y AE; МЕ V = 
V, 十 V, ,再 验算 dimV= dimV, +dimV, , GE Ж V, ,V, 的 维 数 易于 
求 得 )， 


第 五 节 ”线性 空间 的 同 构 


主要 内 容 


1. 定义 设 V 与 V 是 数 域 P 上 的 两 个 线性 空间 , 阁 存 在 由 
V 到 V 的 双 射 o ,满足 : 
(1) olat B) =cla) toh), 
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(2) ol(ka) = ko(a), 

AP a PEV REP: M o 称 为 同 构 映 射 ,V 15 V 称 为 同 构 的 , 记 为 
Угу. 

Ж Р 上 任 一 个 ” 维 线性 空间 都 与 已" 同 构 . 

2， 同 构 映 射 具 有 以 下 基本 性 质 : 

(1) o(0)=0,o(—a)=— sla). 

2) olkia + k:a: + tka, ) = kiola ) + kola) т 
+k (a, ). | 

(3) V 中 向 量 组 a, ,az ,，…，,a; 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 它 
NR ola) оба), ‘~ ,ola,) 线 性 相关 . 

(4) ЖУ, 是 V 的 一 个 线性 子 空间 , 则 V 在 o 下 的 像 集合 
с(У,) = {с(а) la EV Æ oV FEE, EH V, 5 a (V, ) H $Z AH 
同 . 

(5) 同 构 映 射 的 逆 映 射 以 及 两 个 同 构 映射 的 乘积 仍 是 同 构 映 
И]. 

3. 定理 ОЮ P 上 两 个 有 限 维 线性 空间 同 构 的 充分 必要 条 
件 是 它们 有 相同 的 维 数 . 


疑难 解析 


当 X 表示 数 域 P 上 一 切线 性 空间 集合 时 ,为 什么 说 同 构 关 系 
~E X 的 等 价 关 系 ? 

答 ” 因 为 ,对 任意 的 Vi,V,,V3 EX, 都 有 : 

(1) RB VV; RRS oraha, Үаєу.. 

(2) 对 称 性 У, V,,o Æ V, 5 V, 的 同 构 映 射 , 则 о BJ 389: 
映射 就 是 V; 与 V, 的 同 构 映射 , 即 V =V. 

(3) 传递 性 ж V,—V,,V,—V; ‚© озо 分 别 是 V, 5 V2, 
V, 与 V; 的 同 构 上 映射 , 则 лоз 是 Vi 与 V, 的 同 构 上 映射, 即 有 V, — 
ү,. | 
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方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 证 明 : 实 数 域 作为 它 自 身上 的 线性 空间 与 由 全 体 正 实 
数 R' ,加 法 a 中 0 一 a0, 数 乘 Ка=а* 构成 的 线性 空间 同 构 . 

证 由 第 二 节 例 2(8) 已 知 , 全 体 正 实数 R 对 加 法 abab, 
ОЖ ka= an 构成 实数 域 上 的 线性 空间 . 因为 它们 都 是 实数 域 上 的 
一 维 线性 空间 ,所 以 同 构 . 

例 2 证 明 : 复 数 域 上 的 二 阶 方 阵 的 集合 М, (COC) 作为 实数 域 
P 上 的 线性 空间 与 忆 ” 同 梅 ， 

证 ”容易 验证 问 量 组 

1 0 O 1 O 0 0 0 
P ИР РП Ирр й 
1 Ü O 1 0O 0 0 0 
Р allo 路， ИР | 
是 M:(C) 的 一 组 基 , 由 此 知 M, (C) E: 8 维 问 量 空间 . 而 РЕ 8 
维 线性 空间 ,所 以 它们 辐 构 . 

例 3 证 明 :PLzj 与 它 的 真子 空间 同 构 . 

证 作 PoLzj 是 一 切 P 上 常数 项 为 零 的 多 项 式 构 成 的 线性 
空间 ,PoLzj 是 PLzj 的 真子 空间 . 

fE о: f(x) Hafla). 34 f(z)Zg(z)Hr,zf(z=)2Z=rzg(x=),Ë o 
是 单 射 . 又 对 任 取 A) EP Llr], gE hlr) =zrh (r), RP h, (>z) 
€ P[ =], Br 1 с 是 满 射 . 

可 以 验证 ,对 任意 (х), gelao Є Plr] RE 

о( /(ж)-Ее(х))=х( /(х)-Ее(тх))==вс( //[(х))-Каб(д(х)), 

о(Ё{Сж))=х‹\Е{(\ж))=Ё(х/(\х))=Ёв(\ f(x)), 
从 而 P| < ]= P, [ z]. 


° 289 ° 


第 七 章 线性 变换 


线性 变换 的 概念 就 是 线性 函数 的 发 展 和 一 般 化 . 本章 在 了 解 
线性 变换 定义 .性 质 和 运算 的 基础 上 讨论 线性 变换 与 子 空间 的 关 
# ,强调 不 变 子 空间 及 异 出 线性 变换 在 分 解 化 简 线 性 变换 方面 的 
作用 与 意义 ,研究 线性 变换 的 矩阵 ,特征 值 与 特征 癌 量 等 问题 . 


第 一 市 ”线性 变换 的 定义 与 运算 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 %w 为 线性 空间 Y 的 一 个 变换 ,车 对 于 V 中 任意 

元 素 G, B 和 数 域 P "ЕЖА, ЯВ 
Жав) = а) р), Kka)=kKa). 

ЩА 称 为 V 的 一 个 线性 变换 

aka ,aEV AR H k 决定 的 数 莱 变换 . 

(cx) 一 wxCEV, 称 为 恒 等 变 换 ( 单 位 变换 ). 

ба) =0,аЄУ, RAETH. 

2. 线性 变换 有 以 下 简单 性 质 ， 

(1) 设 允 是 Y 的 线性 变换 , 则 5000) 0,0 а) = — а). 

(2) 线性 变换 保持 线性 组 合 与 线性 关系 式 不 变 , 即 :和 震 

5 一 Aiai 十 Rzaz 十 … 十 RCG，， 


则 ИВ) =k а.) + k. Жа) + +Ë, Aa): 
= kiai Tk, a, Ра, = 0, 
ДІ ро) tk: Жа) + +k, Aa) = 0. 


(3) 线性 变换 把 线性 相关 的 向 量 组 变 成 线性 相关 的 向 量 组 ， 
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3. 定义 2 R 4, 多 是 线性 空间 V 的 两 个 线性 变换 ,它们 的 乘 
TA 2 也 是 线性 变换 ,有 

| CAID = A Ba)), ETV. 

乘法 满足 结合 律 : (И) = Ө). 

乘法 一 般 不 满足 交换 律 . 

4. 定义 3 Ú AARRETTA V 的 两 个 线性 变换 ,它们 的 和 
% 十 久 也 是 线性 变换 ,有 

(HHH (а) = а) т В), аєу. 

ЛП Е. BEH A, 

加 法 满足 结合 律 :十 (@+)= (AABE 

加 法 满足 分 配 律 : 

AB+E)—= Н+, (@+‹%)у=%@ыш-+-Чы, 

且 有 #+6б=х,(—э5)(а)=— Жа), Ai (— sf) =0. 

5 定义 4 数 域 P 中 数 & 与 线性 变换 的 数量 乘法 为 kx= 
XA 数量 乘法 满足 

(АР = С), (k+ = ksf-lsg, 
ЬО) == kof+ k ,1 s= A. 

线性 空间 V 上 全 体 线性 变换 对 于 4、5 中 定义 的 加 法 与 数量 
乘法 构成 数 域 P 上 的 一 个 线性 空间 . 

6. 定义 5 ## V 的 变换 色 存 在 ,使 得 对 于 V 的 变换 x 有 
YB 二 BA 二 6, 则 称 久 为 Y 的 记 变 换 , 记 为 XY .大 线性 变换 s E 
”可 逆 的 , 则 x -! 也 是 线性 变换 . 
7. LAA О sf I) n Еа A.G ° =ë. 有 


"о" 0 A, CAY SAAT, mmn. 
过 =LA", пЄЇМ", 
FCD =a, ж" Fann 十 … 十 aog 是 一 线性 变换 , 称 为 线 
性 变换 % 的 多 项 式 . 
在 Plr] Æ h(z)= f(z=)+ g(z), р(х) = f(z)g(2). 
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HJ ADEKOLA, рО = {Сэй абз) = кэй) FAN. 
8. iZ a EJLA z [В] ri — [š] +E BJ АЕ Е, fE [7 [н] B: £ 变 到 
它 在 a 上 的 内 射影 的 变换 是 线性 变换 , 记 为 
п. = 96а 
wa p 为 空间 的 两 个 向 量 , 则 a, B 相互 垂直 的 充分 必要 条 件 
是 了 ,也 一 0 


疑难 解析 


线性 变换 与 一 般 的 映射 有 什么 不 同 ? 

答 ” 孔 数 .映射 与 变换 都 是 一 类 对 应 关系 的 反映 ,它们 是 同 -- 
概念 . 习惯 上 ,把 数学 分 析 中 变量 之 则 的 对 应 关系 称 为 函数 ,ww 一 
f(z) 反 映 在 确定 的 对 应 法 则 下 ,集合 G 中 的 数 z 与 集合 G* 中 数 
w 的 对 应 关系 ;在 几何 中 ,把 两 个 点 集 之 间 的 对 应 关系 称 为 映射 ， 
ww 三 f(z) 有 反映 zz 平面 上 一 个 点 集 G 与 ww 平面 上 一 个 点 集 G"' 的 对 
应 关系 ;在 代数 中 ,把 变量 之 间 的 对 应 关系 称 为 变换 ,ww 二 f(x) E. 
映 集合 С 的 元 素 z 到 集合 G ` 的 元 素 w 的 对 应 关系 . 

在 线性 代数 里 ,将 线性 空间 V 到 目 身 的 一 种 特定 映射 称 为 线 
性 变换 , 即 线性 变换 是 线性 空间 到 自身 (而 不 是 其 他 空间 ?的 映射 ， 
它 保 持 向 量 的 加 法 与 数量 乘法 , 即 对 任意 g, PEV, kEP, A 

Жа В) = Жо) В), ка) = Еа). 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


熟悉 线性 变换 的 定义 与 性 质 , 能 够 判断 所 给 变换 是 否 线性 . Ж 
担 线 性 变换 的 运算 ,熟练 运用 运算 性 质 讨论 有 关 命 题 . 
| 例 1 证 明 : 车 x 是 线性 变换 ,ai ,as ,…,a, 是 一 组 线性 相关 
的 向 量 , 则 Ka), а), ,wa.) 也 是 一 组 线性 相关 的 向 量 . 
证 ”因为 存在 不 全 为 零 的 数 bi ka e k, f 
kia tka: +e tka, = 0, 
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БЫ (kim tka: t +tHka ) = 9000) =0, 
即 ki а, ) Th, (а) Tk Aa), 
故 (а, ) ,Yms),… ,Yla,) 线 性 相关 ， 

但 是 ,由 Lla), Aa), ,Yla,) 线 性 相关 不 能 得 出 а.а, 
a, 线性 相关 . 如 零 变换 可 以 把 线性 无 关 的 问 量 都 变 为 0, 而 零 
问 量 是 线性 相关 的 . 

由 例 1 还 可 得 出 

PECA), Aa) ‘~, Жа,))<#(0, ,G2  G@,). 
例 2 判别 下 面 所 定义 的 变换 哪些 是 线性 的 ,哪些 不 是 ? 
(1) 在 线性 空间 V Н, E = а, Я аЄу 是 一 固定 的 问 


(2) 在 线性 空间 V 中 ,x%(E) 二 a, 其 中 EV 是 一 固定 的 癌 量 ; 

(3) Ж P? Фф, 2, i ,z;,z,)= (zl, z zi, zs); 

(4) 在 P? Ф, (х £s £3) = (220) 一 Ta yz 十 Ta zs); 

(5) Æ Р[ х |+, f(z=))= f(z=+ 1); 

(6) 在 P[z] 中 ,wfCzx)) 二 f(zxo), 其 中 xzxoEP 是 固定 的 数 ， 

(7) 把 复数 域 看 作 复数 域 上 的 线性 空间 ,CE) =, 

(8) 在 P™" 中 ,WX) 二 BXC, 其 中 B,CE P”"* 是 两 个 固定 的 
Ж. 

E (1) 当 @& 一 0 时 ,x 显然 是 线性 变换 ， 

当 wx 天 0 时 ,因为 KE +E )= Ë TE a, (8) (8) = 
E +£, + 2а, М AE +) AAE DT AE) i ИМЕ Sk PE AE 
H. 

(2) 4 a=0 时 ,显然 是 线性 变换 . 

м gq 关 0 时 ,因为 KE tE а, П (8) (8. ) da, P UV) 
ME + E,)Z sf 8) L s (8,) , W ТЕУ 的 线性 变换 ， 

(3) 不 是 . 因为 , 若 取 (zzyzs) 一 (1;0,0), 则 sZ(2(1,0,0)) 
= 0002 ,0,0) = (4,0,0), m 220(1,0,0) =2(1,0,0) = (2,0,0), BJ 
ACR Cx xat) ÆkRÁCL Zo Za). 
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(4) 是 , X (z, , z; 3 ) (yi > 2 s ya ) ,可 以 验证 
ACE sE , Zx) T SÇ y) + у; У) = Жо + y) 2+ yo ,TX3 уз), 
Akl Xi sxo sxa) = A kX; kr, kz, )= Ёз ,To ,Xa ). 
(5) 是 .对 Cx) ,g(z)€ Plr], # h(z)= (к) g(xz),q(x=) 
=Ë f(x), Wij 
h(z=+1)= f(z=+-1)+g(z+1),q(=+])=kf(xz=+1), 
从 而 СРС) Tg(z)) =#(h(z=))=h(x=+1) 
= f(z=+1)+g(xw--1) 
= Жр(х) Hg (rx), 
ЖСР f(z=))=%(q(z=))=kf(w+1)=k%( f(z)). 
(6). 对 任意 f(x)E€P[zxj,g(z)E€P[Lxj, 有 
ЖР Сх) + g(z=2))= (х) р(х) “Kft A g (TX)), 
AMRF) Sk flr) “kA fr)). 
(7) AE. ERES, k= Ц 
СКЕ) = kë = — i, 
而 Rsx(E) 一 RE 一 i, 所 以 
sf kË) Z ka( Ë). 
(8) Е. НУ, VXXX, 
ИХ, -Х,) = ВОХ, + X.)C= ВХ, С+ВХ,С= AX, ) HAX), 
MRX) = В(ЬХ)С= (ВХС) =kZ(X). 
例 3 在 几何 空间 中 , 取 正 交 坐 标 系 Oxyz, 以 x 表示 将 空间 
绕 Ох йн Оу 向 Oz 方向 旋转 90 的 变换 ,以 @ Жл 5% Oy 轴 由 
Oz 向 Ох 方向 旋转 90 "的 变换 ,以 名 表示 绕 Oz SH Ox 回 Oy Jr 
向 旋转 90 的 变换 .证 明 : 
@ == =ë, ABADA {Н Н = % A, 
FRECCIA Р 是 否 成 立 . 
Ж ” 任 取 一 向 量 a= (xz,y, z), НЕ, 
s(m)=(xz,—z,y), LaS lrt, Ty Tz), 
Aa) = (rzs у), (а) = (х,у,2); 
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Ж‹с)=‹,у,— л), Ж (а) =(— х,у, ж), 
В (а) = (—2,у,х), Ф (а) = (х,у, 2); 
(а) = (— у, хх), (а) = (— х, — у, =), 
6% (а) = (у, —х,2), ©: (а) = (х,у, х). 


所 以 A = %⁄ =E = ë. 

由 (CABA = A Ba) = (х,у, х) = (х,х,у), 
而 (AAA =B н д)=@(х,—=,у)=(у,—,— 2х). 
所 以 IBABA, 


X (Ф )а= (ад) = (ок,у, х) = (т, у, х), 
而 (BARA =r — y, —z)=(—zx,— у, х). 
所 以 A RB. 
例 4 在 PLxzj 中 , AI) =f ax), B fC) = xfa), WE 
BH , 0 — DA= ë, 
证 因为 
(AB) р(х) A (х) ) = (= f(z=))= [< (х) ]' 
= f(z)+ z f'(z=)=é(f(z=))+%(f'(=z)) 
=fr) TH Zf (2))= (6 FBA f (>), 
所 以 И а E. 
HS БУЗЕТ, A IB—BA= E, uE BJ ; AB BA 
=k l. k>l. 
证 ”对 有 使 用 数学 归纳 法 进行 证 明 . 
№ k=l 时 ,WB 一 BY 二 YA ' 二 68, 命题 成 立 . 
设 对 上 命题 成 立 , 即 有 %'8 一 BA' SkA, 
对 上 十 1 ,因为 
At КҮ! = k AB) — BAH == ot (€+ 90) — Фа) 
= At + (AtB— AA) A 
= k kafi e sf= (+ 1)! , 
所 以 命题 也 成 立 , 从 而 对 任何 正 整 数 都 成 立 . 
例 6 证 明 : 可 逆 变 换 是 双 射 . 
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证 LETÉT, As ERMEK. 

Ү 255. 必 有 LOEAN. 否则 , 设 (8) = (р), MAMER 
0,148 ё=1, Ур )8. 

ХУСУ, 38 EEH У) = р.х АВА < (ар) = ё В} 
АЈ. 

МТП EÈ 1-1 的 和 上 映 上 的 ,所 以 是 双 射 . 

例 7 W x, 是 线性 变换 ,% —= s, 0 = ШЕН: 

(1) CAITE = 50-9, G= 6; 

(2) # = 9, W CAH #— ABY = A+B А. 

证 (1) 390S-+ 252 = ° + 04 DAH 92 = A+B, B D) AF 
十 多 wy 一 0, 即 WB= — BA, 

У LAB = ABH AB= AB— BA= A? B— BA’ 
= YA? BA ABA= A (HB Чэ у= AO=O, 

所 以 Ж == 6. 

(2) (H+ RB— AF Y 

= 4? + @о/— ABAH ABÉ — AR — A B ВАВ ABAR 

= 4+ BA— ABA ABF ZB— AB— AB— BABA ABAF 

= 4+ @— AA, 

例 8 EVER P En 维 线 性 空间 . 证明 ;由 V 的 全 体 线 
性 变换 组 成 的 线性 空间 是 ” 维 的 . 

证 用 W 表示 V 的 全 体 线 性 变换 作成 的 线性 空间 , 则 W 与 
P"*" 同 构 . 由 于 Р"^” JE: n 维 的 ,而 同 构 的 线性 空间 维 数 相同 , 故 
W E x° 维 的 . 

例 9 设 x 是 数 域 P 上 nn 维 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,证 明 ，. 

(1) 在 PLzj 中 有 次 数 小 于 或 小 于 п 的 多 项 式 , 使 N = 0; 

(2) Ж 00) = 0,g(Sp = 0, (ә) =6,Х@ а(х) ж f(z) 与 
g(X) 的 最 大 公 因 式 ， 

(3) x 可逆 的 充分 必要 条 件 是 ,有 一 常数 项 不 为 零 的 多 项 式 
f yf f( sp = 6. 
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证 (1) ЖЕР F x 维 空间 V 的 线性 变换 组 成 的 空间 是 n° 
维 的 ,从 而 到 十 1 个 线性 变换 A A, A, E RER, H 
以 有 不 全 为 零 的 数 а Un 一 1 °° ai y CO ,使 

аг A” Баа" 4 Ба 04-а ё= 6, 
故 令 FD Sap zx" Hapa l+. ai r+a, 
则 由 а, ,az2 1，…aiyao PEREM, OCC) S, ВЕ PLzj] 中 
有 一 次 数 委 ”的 多 项 式 f(x) ,使 С) = 6, 
(2) 由 最 大 公 因 式 定 义 知 , 存 在 ulr), у(х), 
d(z=)=u(xz)f(zw)+ o(=z=)g(zx). 
因为 РОЮ =0, рс = 06, 
所 以 ас) =u ( sf) f (S£) + o ( S) рс) = 0, 
(3) 充分 性 设 
flx)= anx" tan xr +e tarta, (ao 天 0)， 
而 f Cs == 0, N] 
a Ж" Han- f” +H +a = —а,ё, 


Bp а" Ta, 4"? Бад 6, 
ü 


从 而 知 5 n] 338. 
| 必要 性 ”由 题 (1) 知 在 Plr] ff # — W 3%= nn 的 多 项 式 
Р(х), FCA = 0. W 
当 wo 天 0 Н, f >) ВВТ. 
当 a = 0 时 , 必 存 在 某 a; 关 0( 如 不 止 一 个 , 则 取 j 为 最 小 的 一 
个 ) ,得 
az э" tagna A А Ба і = 06. 
因为 ATA (э) 1 5 38 E KES , WA 
ар "і а" Hetal, 
+ Ра) агл") Базу" T Heta № f(z) 即 为 所 求 . 
#110 在 M:(CP) 中 , 设 线性 变换 
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а vv a #1Г1 ] a b Aa 0 
“le аа а E 41710 yal 
c d с аі —1 с а 0 ud 
求 + Z, AB, 


解 对 任意 的 | EMA 


оа) ИЕ ъа“ ñ 


o atb а да 0 
= jan wi 
ГС 1)а--& a—b 

-| c+d ра 


er) 


_|[Аа 01f1 J _ [Аа Да 
-| аЛ _ 12 al | 
例 11 设 % 细 是 Y 的 线性 变换 ,定义 [有 一 wG 一 9 证 
明 ;对 任意 %, 甸 ,以 下 等 式 成 立 , 即 
([@,/],@)+ (15,8 |,е)+ ([2# , |, 0) = б, 
证 由 题 及 定义 可 得 
CEAI Bt CL BLEH (8, 1, 90) 
= (000 — KE, B) + (AB— BA, C) t (BE— 60,6) 
= (EA — ОДЕ) — B (ECEA— HEJH (CAB — BAYE 
— E CAB —– 00) 4 (BE— С ) 1 — A (086 — 608) 
— CHARB— HEB— ВОН BAET ОВЕ — BAC 
——002- 28.91 BEA— EBA ABET AEA 
= 
_ 12 Ша," En 维 空间 V 的 一 组 基 ,% 是 VY 上 的 
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线性 变换 . ПЕНН. пру Н (УЦ Се), Aer) ytt y ACen) ТЕЛ, 
Жж. 

证 ”必要 性 Бини, Щи FEH xX” 也 是 V 的 线性 
变换 . £ (е), ACE), Cg) 线性 相关 ， JII a (g, )， 
sf (во), Cen) Вр ее, е, 也 线性 相关 ,与 题 设 蔬 
Е. Ae), Ae), MED REER. 

充分 性 E MMe) (е), ,Xe,) 线 性 无 关 , 则 它 也 是 V 的 
一 组 基 , 则 YaEV, 存 在 &,k。，… k, fE 

«= k, (Ae) Tk, Се) +- БЕ, C SEn) 
= (k g, kze: + T k,g,)= ба). 
从 而 知 % 为 V 的 满 射 变换 . ж ОН 
B=lhe the: t'e в, ЯВ) =а,, 
即 ЯВ) = ЕЁ, Aei) T hk, (е) T k. AEn) » 
则 因 Ke), Ae), ,fg,) 是 一 组 基 , 故 /一 Ri， 即 a= В, P ҮД Y 
是 单 射 变换 . 综合 知 < 是 可 北 变 换 . 


第 二 节 ”线性 变换 的 矩阵 


主要 内 容 


1. 定理 1 设 gg,…,s, 是 线性 空间 VV 的 一 组 基 ,aas ,az， 
ла, EV 中 的 任意 个 向 量 , 则 存在 唯一 的 线性 变换 x 使 得 
Me =а; (i=1,2,°,n). 

2. 定义 1 Peete 是 数 域 P 上? 维 线性 空间 V 的 一 
组 基 , Z E. V 中 的 一 个 线性 变换 , 基 向 量 的 像 可 以 被 基线 性 表 出 : 
sg ) 一 ailEl 十 aiBl 十 … 十 CapBn， 

Ále) = ag Tag. Г @„2&„› 


(є, ) ding! + a;,g; 十 ，…， +a,,g,. 
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用 和 矩阵 表示 为 
ÁE: Бо >" "° , £, ) = (AlE, ) , ACE ) y "° * , (g, )) 


= (&, sE2 °. En A, Ф) 
ајр а} Ul 
ат 922 42 
式 中 А= . 
dal Anz s.. й „д 


矩阵 A 称 为 LEE es，…8. 下 的 矩阵 . 

3. 定理 2 设 & ,es，… ,6, 是 数 域 P En 维 线性 空间 V 的 一 
组 基 , 在 这 组 基 下 ,每 个 线性 变换 按 式 Q 册 对 应 一 个 nXn 和 矩阵 ,这 个 
对 应 具有 了 以 下 性 质 : 

(1) 线性 变换 的 和 对 应 于 矩阵 的 和 ; 

(2) 线性 变换 的 乘积 对 应 于 生 阵 的 乘积 ; 

(3) 线性 变换 的 数量 乘积 对 应 于 定 阵 的 数量 乘积 ; 

(4) 可 逆 的 线性 变换 与 可 逆 抢 阵 对 应 , 且 逆 变换 对 应 于 逆 竹 
Ez. 

4. 定理 3 设 线 性 变换 x 在 基 g, ,E23，… ,gE 下 的 矩阵 是 A р 
Е a 在 基 є. £ > "*° + £, 下 的 坐标 是 (zi 03, Tp) ‚ Д] ЯСЕ) ТЕЖ 
Еу sE: s "°° > E, 下 的 坐标 (yi ‚У25°°°* У) 加 以 按 公 式 

(yi уз з" Yn) ==А(х, Л; | "°° En) 
计算 . 

5. 定理 4 设 线性 空间 V 中 线性 变换 x 在 两 组 基 gl ,gz ，…， 
En AN Mi › 7): .°*°`.7), РЕЈ ВЕ 31] 28 А 和 8B, 从 第 一 组 林 到 第 二 组 
АЕ Еу X, M B= X АХ. 

6. 定义 2 设 4, 了 为 数 域 P 上 两 个 2 级 矩阵 ,如 果 可 以 找到 
数 域 P 上 的 级 可 逆 矩 阵 羡 ,使 得 B= X 4X ,就 说 4 相似 于 也 ， 
а A~B. 

{И ЖЕ ЕЕ 2 [B] BJ С. R A E : 

DO 反映 性 A—A; 
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(2) 对 称 性 ЖАВ, ВА; 

(3) ЁЗ Ж“ А--В,В--С,Ш| A—C. 

7. 定理 5 线性 变换 在 不 同 基 下 所 对 应 的 矩阵 是 相似 的 ; 反 
之 ,各 两 个 矩阵 相似 , 则 它们 可 看 作 同 一 线性 变换 在 两 组 基 下 所 对 
应 的 矩阵 . 


矩阵 的 相似 运算 有 如 下 性 质 : 
车 B. = ХА, X, B,=X'A,X, 


则 В, +В, =X’ (A; +А,)Х, В, В, = X ' (A,A; )Х. 
НЮ, В=Х АХ, Н f(x) 是 数 域 P 上 的 一 个 多 项 式 , 则 有 
f(B)=X ' f(A)X. 


疑难 解析 


怎样 求 线性 变换 x 在 一 组 基 下 的 矩阵 ? 

答 d) 用 定义 求 .由 定义 1 知 , 只 要 计算 基 问 量 sl ,gz ,，*… 8, 
的 像 ws ) ,YlEs),… ,YX(E,) 在 基 ЕЕ, en 上 的 坐标 列 ,将 其 
作为 A 的 各 列 , 形 式 地 记 为 

(Me) (е) stre AEn) ) 5 (g. Et En) A. 

(2) 用 公式 (sg we ) (Е) ) = CE ,g2 ,8,)А Ж. 

G) 4 V Æ n 数组 列 向 量 空间 Р" 时 ，(%(sg)，%(gz)，…， 
Ye,)) 与 (81,6;，… s En ) PS ARIE JT ВЕ, п] #ӘШ W E ERA ETT. 因 
Ж] (є, 8. En) НЙ, ВТЕ 

A= (в\,›&;,°°°,&„) (AE1) (е) attt AEn). 

GD 4 V 是 任意 的 n 维 线性 空间 V,(P) 时 , 取 定 一 组 基 后 ， 
sg v (е) 81 эБ„ 的 坐标 列 仍 满足 上 述 公 式 , 仍 可 用 0) 
所 述 方法 进行 . 求 得 的 A 是 线性 变换 AE esete 上 的 方 
阵 表 示 ， 

(3) 用 公式 у==Ах. 因为 , 设 线性 变换 AEH sr sg... g, F 
УВЕ УА, = Ka) p= Сов), "В, = Св), HEM а, 
а, @, 和 有 ,8 B. 在 此 基 上 的 坐标 列 为 Xi, x; Xn у, 
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уз, y, JI) В, = Aa) (i 二 1,2,…,n) 的 坐标 式 为 у;=Ах, G= 
1,2, *.*,л), Вр 
(y, y: o  y,.)=(A(x,),A(x,) °  A(x,))=A(xi, X, Xn). 
各 Xi ,Xs，… 线性 无 关 , 则 得 
А = (у, у, е Ya) CX Xz tAn) `, 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


对 于 数 域 PP 上 的 线性 空间 V, 当 它 的 一 组 基 取 定之 后 ,每 个 
线性 变换 对 应 于 一 个 nXn EE. 在 不 同 的 基 下 有 不 同 的 和 矩阵 ,这 
些 矩 阵 是 彼此 相似 的 . 因此 ,我 们 必须 熟悉 关于 线性 变换 在 给 定 基 
下 的 矩阵 的 定义 与 定理 ,能 够 求解 线性 变换 在 给 定 基 下 的 表示 甜 
阵 和 不 同 基 之 间 的 过 渡 和 矩阵 . 

例 1 求 下列 线 性 变换 在 所 指定 基 下 的 矩阵 

(1) Р Ф, (x, ,2,,23) == (22—20: ,Xs 十 Xx3 ,Xi) 在 基 
g=(1,0,0),g, 一 (0,1,0),8 = (0,0,1) ЮЖ ЕЕ; 

(2) LOig ,62 是 平面 上 一 直角 坐标 系 ,是 平面 上 的 向 量 对 
第 一 和 第 三 象限 角 的 平分 线 的 生 直 投影 ,8 是 平面 上 的 问 量 对 z; 
的 垂直 投影 , 求 #/,@, 03 ТЕЗЕ egg: 下 的 矩阵 ; 

(3) 在 空间 PLzj 中 , 设 变换 S f(x) 一 f(z 十 1) 一 了 f(x). 


在 基 =le; = ЖЕСЕ СЕТ (:==1,2,++,*,я——1) ЕН} 
阵 ; 
(4) 六 个 函数 


g, 一 ecCOSO Е, е sinbrx, ёз == хе“ COSPT， 
х? т? 
g, = хе sinbx, Es = e“ cosbx, gs = e“ sinbx 
的 所 有 实 系 数 线性 组 合 构成 实数 域 上 一 个 六 维 线 性 空间 , 求 微分 
变换 2 乡 在 基 є, (i 二 1,2,… ,6) 下 的 矩阵 ; 


(S) ВМР 中 线性 变换 x 在 基 
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m =(—1,1,1), m=(1,0,—1), ъ= (0,1,1) 
1 0 17 
下 的 矩阵 是 E w 
—1 2 1 


求 ИТЕ Еу == (1,0,0) ‚82 == (0,1,0), = (0,0,1) ЮЖ ЕЕ; 
(6) 在 P 中 定义 УШТ. 


AC m)=(—5,0,3), n 一 《一 1 0， 2) ， 
a m)=(0,—1,6), 其 中 n == (0,1,1), 
Ш р) =(—5, 1,9), п, (3,—1,0). 


Ж AEH є = (1,0,0), е == (0,1,0), аз == (0,0,1) ТЕЖЕ; 
(7) AAG RALE m; тр, m FHER. 
解 (1) 由 的 定义 得 
Ae) =(2,0,1), Me:)=(—1,1,0), ез) = (0,1,0). 
因为 任何 三 维 向 量 在 单位 基 下 的 坐标 为 其 分 量 , 所 以 


—] 0 
xs， ‚2 ;£3 ) = (21 T E3 ) f 1] 1 = (£; » 6° , g; )А. 
Ü O 0 


А 即 为 所 求 . 
(2) 由 题 设 知 „Є == (1,0) ‚&› = (0,1) „Й 


Me) = (е) = + | 
1/2 | 


1⁄2 1⁄2 
又 @(=,)=0= 0, + 02; ACE, — £; = (ғ + 1g, ‚м 2 ТЕ Ж Буз 


g, 下 的 矩阵 为 в= |“ | 


故 AB 在 基 Е} ›62 下 的 和 矩阵 为 


n= [ya з lo 12) 


Ж {ЕЛЕ аа, 下 的 矩阵 为 4 一 | 
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(3) H 8 定义 可 得 
Áe) =1—1=0, Ke = (х) = (rtl) х= E, 


хх 1) __(х+1)х_х\х—1),_ __ ... 
| ~ 一 ИШ -一 ° 27—61 • ° 


Же.) =,» `" s @(g,-,)=8,-2. 

所 以 由 此 得 到 x 在 基 е, ,8;，… ,Es-1 下 的 矩阵 为 
0 1 0 = 0 
0 0 1 … 0 


Me) == 


0 0 0 = 1 
0 0 0 … 0 
(4) 因为 9(e) 一 Bi 一 481 一 0 g. DCE) =з =b E1 Ба єз, 
Oles) =з =£ ta g, —b £, (ву) = £1 =E: tb Eta E,» 
Dle; ) =; =£, ta & — 6 Е ‚ ®(& ) =E 6 =E tb Es а е6. 
由 此 得 到 9 在 基 &1 ,62，… ,Es 下 的 矩阵 为 


a b 1 0 0 0 
一 D а 0 1 0 о 
O 0 a b 1 0 
A= 
0 0 —b a 0 1 
0 0 0 0 a b 
0 0 0 0 —b a 
(5) 由 题 设 知 


Сар Mmo) = (nh h ° з) 1 


— -一 
O e го e Ф 
= o m 
АНИ 


— ] 0 
而 ( 1. › M» тз) = (81 ,62 >€; ) 1 1|, 
1 —1 1 
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—1 1 01 
Ў (е. е 63) = Ст 1р, тъ) | 1 0 1 


1 —1 1 
一 1 1 —1 
=(m m: ъв) | 0 1—1). 
1 0 1 
于 是 (gi 8; ,›Ез) 
— 1 1 0 1 0 —1 1 —1 
= (&\,&;,&з) 1 0 1 1 0 0 1 一 ! 
1 —1 ЦІ 2 1 0 1 
—1 1 一 < 
= (в B26)| 2 2 0 |= (gs ,83)А. 
3 0 2 
PU AHE gr go zg, 下 的 矩阵 为 4. 
— 9 0 一 
(6) H < т, т, т) = От, ре в) | 0 一 】 —1|, 
3 6 9 
—1 0 3 
而 (mo o т) = Саз &, &)| 0 1 —1|; 
2 1 0 
故 有 
| — 0з] 
(є, g. Ез) = (т, р В) | 0 1 —1 
2 1 0 


— 5 0 一 5|11 一 1 0 31 一 
=(g g 8 I )| 0 一 1] 一 ! 0 1 一 1 
3 6 9 2 1 0 
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— 5/7 20/7 — 20/7 
Е, — 5/7 зт 
27/7 18/7 24/7 
= (€ £2383) Å. 
故 x 在 基 gl,sg:,sg: 下 的 矩阵 为 A. 
(7) HB (6) E| 48 


— 1 0 31 l r—5 0 —5 
тъ т, юат ТЫ | 0 —1 a 


21 0 3 6 9 
2 3 5 
=( т, M» 28 0 -i 
—] 1 0 


= ( 1: › Nz» mA, 
故 2 在 基 Mmo’ 7) 1: 下 的 矩阵 为 А. 
例 2 设 三 维 线 性 空间 Y 上 的 线性 变换 A ТЕ ЭЕ e, Е, » Ез 下 的 


矩阵 为 
ау ao аз 
А= h аз аз |. 
31 4з @зз 
(D Ё УФЕ е, ,zs; ,El 下 的 矩阵; 
(2) Ж AEE e ,ke; ,E33 下 的 矩阵 СЕР ke P, Н А520); 
(3) УЖЖ є е, ,gs ,63 下 的 矩阵 . 


解 由 于 ACE: 1E? Е.) = (8) T ‚А, ТУ) 
| ) = @\ү\ Б а, ё + аз £; , 


SZ(g;)= ag, Tap; g; + ass8s > D 
Жез) =азе, T а»з&з taz E. 
C1) (е, ) = a.s E; --а;3& Tag, ‚(Ча Фр 1,3 改 为 3,1) 
(е) = as; 8; Tag; аё › 
(є) =аз ез аз & tang» 
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A AE 8&3,52 ,8i 下 的 矩阵 为 
A33 аз ау 
А = las as al. 


13 412 @\, 


(2) 9] 92048 
sei) =ang Тале Бале, апе ал (без) Калв, 
Aker) =kane Har (kez) kants, 
ае) =азе Tang + assgs азе + Tan без) Fase. 
Ш ЕЖЕ є, Ке, ,ss 下 的 矩阵 为 


ау аз ал 
A= |an/k an a/kl. 
аз kay азз 
(3) AROR | 
Же, е.) == (an ар» )е t Can taz )e: Т (азу аз )ез 
= (an Га) (є +) + Сал Ба» —an dn )E 
+ (аз аз JE, 
ACE: ) =a; (E: +=; ) + (a; 一 Qiz )E? + 23283 , 
(єз) == аз (е ег) + (аз-аз) Г аззЁз › 
К AEE g, Te; go g, 下 的 矩阵 为 
ата U12 ауз 
А = |а Fax an aa @ тац 023 一 Cl3 |. 
аз Taa? аз» а33 


例 3 在 P'O ЙЯ {ЕЛҮ 


җ(ю= |° k мою = ñ 
| d ' ° c d ' 


C 


OO 一 | "|. | 
с а c d3 
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求 A A А 在 基 E E: ‚Е,, ‚Е, F 的 矩阵 . 
# IK s, ,定义 可 得 


saot E 
lo Л 
Ji o 
E 中 
W ALE En EnEn En РЕЖ ЖА 
а 0 b 0 
0 a 0 b 
c 0 d Oj 
0 c 0 d 
用 类 似 方法 可 求 得 20,00, 在 基 En E, En, En F EE 277 


É 
< 


一 CE ck, * 


су 
< 


а 
(Еш) = | =aE , + cE,, , 
С 


сз 
DO 


a 
К (E.)=| 
С 


о A 
с Ф 


= E, + dE,, Я 


OO Ф 
Уу & 


| | 
4 
ф 
d |=, + 4Е 9 
a b 
(в) | 
d 


С 


0 d 
А, = 


为 
c 0 0 Га? ас ab bc 
4 0 0 jab ad b bd 
0 a с o lac è ad cal 
0 ó d сб cd ёа d’ 

Ша R EREZZE V 上 的 线性 变换 ,如 打 A (&)-50, 
{Н (CE) 一 0, 求 证 EXE) 6,50 СЁ) RNR ERR. 

证 用 反 证 法 . 设 E,%(E),…,wW” (8) 线性 相关 , 则 存在 个 
全 为 零 的 数 b oÓ ho s ,li-!1 使 得 

мё СЁ) T TL o (EE)=0. 
设 5 是 不 等 于 零 系数 中 下 标 最 小 的 一 个 , 则 有 
LA EO HL EFA 1 (8)=0. 
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等 式 两 端 同 作 变换 ww ,得 
ІА (EO Б С) Hh ATTESO, 
利用 #(ë)=0,48 1 at 1(8)=0—-1,=0,)A N 5 Br LA 矛盾 . 
Кё, Ё) НОВЕ. 
5 在 ? 维 线性 空间 中 , 设 有 线性 变换 sZ 5 p| Е, E 48 
A CEFA ME AES, RKE x 在 某 组 基 下 的 矩阵 是 


о 0 = 0 0 
1 0 … 0 0 
0 l = 0 O|]. D 
0 0 = 1 0 


证 由 例 4 知 ,向 量 上 ,x(E) ,WA*-1(E) 线 性 无 关 , 所 以 构成 
线性 空间 的 一 组 基 . 因为 
WE) 一 0。E 十 1。X(E) 十 0。W2(E) 十 … 十 0。 允 和 1(E)， 
СЁ) =Q • EFO. И) +1 O LEHTO (Ё), 


AMATE) =0 • ЕО + AE) О + СЕ) 0 AICE), 
AER Е, СЕ), we1(CE) 下 的 矩阵 为 式 @. 
16 设 V 是 数 域 P Ел 维 线性 空间 .证 明 :V 的 与 全 体 线性 
变换 可 交换 的 线性 变换 是 数 乘 变 换 . 
证 ” 当 线 性 空间 V 的 基 取 定时 ,线性 变换 与 其 和 矩阵 和 4 是 1-1 
对 应 的 . 而 可 以 与 一 切 п 阶 方 阵 交换 的 方 阵 一 定 是 数量 矩阵 КЕ, 
故 与 一 切线 性 变换 可 交换 的 线性 变换 必 为 数 滋 变换 k ó, 
例 7 s JE 35 P Ел 维 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 . 证明: 
如 果 x 在 任意 一 组 基 下 的 矩阵 都 相同 , 则 < EAREN. 
证 设 x 在 基 ese, e F BJ ERES A= (a; ), ZEH А 
是 数量 矩阵 . 5 X E3EiB kh E A 
(Mo Mss р) Се, 2,85 En) X, 
RCM moto 1) 也 是 V 的 一 组 基 , 而 x 在 这 组 基 下 的 矩阵 仍 
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XA, BA A=X AX, A m ХА=АХ. 由 此 可 知 A 与 一 切 非 退 化 
方 阵 可 交换 . 


2 
ERX=| . [WH X A=AX, 1,4158) 时 ,ar 一 


422 


0, A= 


0 ... 0 
骨 取 X, = : , . : : ‚Н X, A= AX, Я, 


1 0 0 = 0 0 
a ax == =a, AW А 是 数量 和 矩阵 ,是 数 乘 变 换 . 
例 8 给 定 P 的 两 组 基 
8 = (1,0,1), e&=(2,1,0), ёз == (1,1,1); 
т = (1,2,0), п =(2,2,—1), m=(2,—1,—1). 
定义 线性 变换 4: (е) = тр G=1,2,3). 
(1) 写 出 由 基 gs gz,sg: 到 т, mo m АЕ ВЕ; 
(2) УҢ x 在 基 gi g; g, 下 的 矩阵 ; 
(3) 写 出 JSE зр, ть, n: 下 的 矩阵 . 
解 СОНАУ е, = (1,0,0), е, = (0,1,0),ез = (0,0,1) # 
联 可 得 
Ст, tp, р) = Се ,е,6) А, (E E2183) = (е ,е,е)В, 


1 2 2 1 2 1 
式 中 -| 2 2 al В=|0 1 | 
一 1 —1 一 1 0 1 


( 1: + 7р. M) == (є; y £ ,£631)B А = (є; ‚ 29; ,BE3 ) X 
得 过 渡 和 矩阵 


1/2 —1_ 1/2r 1 2 2 
-| 1/2 O al 2 2 a 
12 1 1/2]]—1 —1 —1 


—2 —3/2 3/2 
1 3/2 І 
1 1/2 —5/2 
(2) 由 (е. go g, )= ( р, р, m) = (е, е6) X, АЯ < 
在 基 є, ,83 F BJ Е S XO WEB (1)). 
(3) H S mo р, тз) = (g , g; , g.) Х| = (е, 25,63) Х = 
Ст ть, MX ТД LEE m, ть, m THERY X. 
А, Ài 


А А, 
例 9 证 明 ; . 5 | 相 


2, А, 
И, iiei, 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 ， 
证 设 sl,gz，…2， 是 线性 空间 V 的 一 组 基 ‚Ду 
д; 


Аз 
ÁE, rE BE) 一 (Bl „Ёз 2B . 9 


Ale: Èi, a***t rE; ) = (е; sE; ‚*°* ,Bi ) | , 


从 而 知 两 矩阵 是 线性 变换 x 在 不 同 基 下 的 矩阵 , 故 它们 相似 . 
例 10 WR A 可逆, 证 明 :A4B 与 BA 相似 . 
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证 “由 题 设 知 ,存在 4-: ,于 是 
A '(AB)A=(A 'A)(BA)=BA. 
所 以 ,由 定义 知 AB 与 BA 相似 


О 
例 11 如 果 A 与 B 相似 ,C 与 D 相似 ,证 明 :| | 与 


> оаа 


І 8 B=X AX, D=Y CY, I 
X OT'rA OX О] [X'AX О 1 [BO 
о ү. б co “Ыы! O vae)” Lo и 
А 0] [B O 
所 以 |。 ello p #® 
例 12 设 Phil ВӘ А (0) = 10022, f(t) 二 tft 十 二 ,ffs (z) 
二 3 一 1 ,线性 变换 AWE: /,())=—5-+Е3 , (f, ())= —t+ 
6 ,f(D)) 二 一 5 一 t 十 9 , 求 ЖЕЖ f, t), f. t), f, G) ЕШР 
阵 . 
解 ” 取 Plij 的 基 1,t,t, 则 有 
(fi, fos fs =A, EB, A f,, f. fy3)=( ,t,t)A, 
—1 0 3 —5 0 一 5 
0 1 || А=| 0 —1 al 
2 1 O 3 6 9 


于 是 рро f) = ( f. f° fÚOB А, Ш AER fi (0), f), 
f, Ct) ЕЕ ЖУ 


RP B= 


2 3 9 
X=B A= Е 0 = Ц. 
—ł 1 0 


0] 13 设 Q 为 有 理 数 域 ,Y 为 Q 上 的 线性 空间 ,w 是 V 的 线 
EEK. a py 是 V ЮНЕ ,а-0 Н a= p, APY, (у) 
= В. ПЕН :а,В,у REER. 
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证 ” 先 用 反 证 法 证 明 о, В REK. i B= ka , Wi| 
у= s f) = (Аад) = Са) = В == k'a, 
于 是 а +В = (у) =k B=b'a=>(b— khk+ )a=0, 
从 而 如 一 & 十 1 二 0. 但 方程 x 一 z+ 十 1 二 0 无 有 理 根 ,与 6 二 ka 1 
再 证 a,B,Y 线性 无 关 . 设 有 ,1EQ, 使 Y= 二 ka 十 有 ,因而 
а В ү) =H + ly = Еа + (k-+ Ë )B. 
由 ap RERA k=, k+ 10 1610, 5 л? 2 
+1=0 KEHRA. Аа, В, у 线性 无 关 . 


BZT RIESA WEE ХАНЕ Е 


主要 内 容 


l. 定义 1 Йй Ух  ЩР 上 线性 空间 Y 的 一 个 线性 变换 ,者 
对 于 数 域 P 中 一 数 X ,存在 一 个 非 零 同 量 5 使 得 (8&8) 二 406, 则 
№ 称 为 x 的 一 个 特征 值 ,& 称 为 x 的 属于 特征 值 A, 的 一 个 特征 向 


量 . 
2. 定义 2 设 A 是 数 域 P 上 一 个 n ИЖ Р.А 是 一 个 数字 , 甜 
Е ME —A 的 行列 式 
|А—ап —а 一 an 
—an Атар "9 一 aa 
lAE—A|= 
— 4,1 一 CQ? ааз À — a, 


称 为 4 的 特征 多 项 式 , 是 数 域 已 上 的 一 个 次 多 项 式 ， 
矩阵 4 的 特征 多 项 式 的 根 也 称 4 的 特征 值 , 而 齐 次 线性 方程 
tH СА,Е— A) (xo + Zo2 > `" ° Zon) 一 0 的 解 也 称 为 А 的 属于 特征 值 Ао 
的 特征 问 量 . 
对 于 线性 变换 x 的 任 一 特征 值 io, 全 部 适 台 条 件 Aa) =a 
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НАЖ а 所 成 的 集合 ,是 V 的 一 个 子 空间 , 称 为 x 的 一 个 特征 子 
空间 , 记 为 V，. V, 的 维 数 是 属于 Ao 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 最 
KER: Vy = (а а) =Аа,аЄ У). 

А 的 全 体 特 征 值 之 和 为 a, Faz 十 … +a, ‚ 称 为 А 的 迹 . А 的 
全 体 特 征 值 之 积 为 |4|. 

3. 定理 1 相似 的 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 . 

哈密 顿 - 凯 莱 (Hamilton-Caylay) 定 理 ЎА ЖЖ Р 上 一 
个 nxn 和 矩阵 ,f0)= 二 1XE 一 A| 是 A 的 特征 多 项 式 , 则 

f(A)=A"—(an Ба» teetan D AT HIDA ESD. 

推论 。 设 x 是 有 限 维 空间 V 的 线性 变换 , S/E x 的 特征 多 
项 式 , 则 Jf (ef) =0. 

4. 定理 2 设 久 是 nn 维 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,% В 
阵 在 某 组 基 下 为 对 角 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 ,x 有 个 线性 无 关 
的 特征 向 最 . 

定理 3 属于 人 不同 特征 值 的 特征 问 量 是 线性 无 关 的 . 

推论 1 EE n 维 线性 空间 V 中 ,线性 变换 x 的 特征 多 项 式 
ERR P PAn 个 不 同 的 根 , 即 x 有 个 不 同 的 特征 值 , 则 x 在 
菜 组 基 下 的 和 矩阵 是 对 角形 的 . 

推论 2 在 复数 域 上 的 线性 空间 中 ,如 果 线 性 变换 % 的 特征 
多 项 式 没 有 重 根 , 则 x 在 某 组 基 下 的 矩阵 是 对 角形 的 . 

5. 定理 4 Ar. A 是 线性 变换 wf 的 不 同 的 特征 值 ， 
而 ал ,as ,… ,a 是 属于 特征 值 X, 的 线性 无 关 的 特征 向 量 (i 二 1， 
2 O , 则 向 量 组 oa iay van" Ga yan се an, 也 线性 
ER. | 

当 x 在 某 组 基 下 的 矩阵 A 是 对 角形 

д, 
дг 
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时 ,4 的 特征 多 项 式 为 
| 和正 一 人 | 一 (一 人 )GA 一 M2)…(A 一 和)， 
即 A 的 主 对 和 角 线 的 全 部 元 素 是 和 的 特征 多 项 式 的 全 部 根 . 


疑难 解析 


1、 特 征 值 与 特征 向 量 有 何 关 系 ?” 怎样 确定 一 个 线性 变换 x 
的 特征 值 与 特征 向 量 ? 

答 由 KEANE ACE) = А, (Ы) И] HI, ҖЕ Т E KRE 8 
特征 值 唯一 决定 的 . 相反 ,特征 值 却 是 被 特征 向 量 唯 一 决定 的 , 即 
一 个 特征 回 量 只 能 属于 一 个 特征 值 . 我 们 应 该 知道 : 

@ 对 于 有 限 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 %, 因 为 x 在 不 同 基 下 
的 矩阵 是 相似 的 ,因而 求 x 的 特征 值 和 特征 向 量 与 基 的 选择 无 关 ， 

四 线性 变换 % 的 属于 不 同 特 征 值 的 特征 疝 量 线 性 无 关 ， 

QE А 是 线性 变换 A(R 4) 的 特征 值 , 则 VREN'h ЖА" 
的 特征 值 . 

曲线 性 变换 (或 4) 不 可 逆 的 充 要 条 件 是 A( 或 A) 有 零 特征 
值 . 当 x 或 А), А.А." À, 是 A 的 所 有 互 异 特征 值 , 则 
"(或 4“) 的 所 有 互 蜡 特 征 值 是 A ,Xs ott sAn ， 

确定 一 个 线性 变换 的 特征 值 与 特征 向 量 有 以 下 步 又、 

(1) £V 中 取出 一 组 基 8] ,es:,… ,8;; 写 出 ХИТА 
PEA; 

(2) 求 出 А 的 特征 多 项 式 | XE 一 A| 在 数 域 P 中 全 部 的 根 ( 即 
全 部 特征 值 ); 

(3) 将 求 得 的 特征 值 乏 个 代 人 方程 组 UoE 一 A) (zo s toasts 
Lon) 一 0. 对 每 一 特征 值 , 求 出 一 组 基础 解 系 , 即 属于 此 特征 值 的 
若干 个 线性 无 关 的 特征 向 量 在 取 定 基 sl,g，…,s, 下 的 坐标 ,也 就 
求 出 了 属于 每 个 特征 值 的 全 部 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

2. ERE A 的 特征 值 与 特征 向 量 有 了 酸 些 性 质 ? 

答 有 如 下 性 质 : 
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(1) ЖА ЖА Br ERE, mA Н 5; 个 线性 无 关 的 特征 
5] Ж, Д 1<5,%7;. 

(2) Fap БА 的 对 应 于 特征 值 M。 的 特征 向 量 , 则 当 如 十 
BAO 时 , 它 也 是 特征 值 ie 的 特征 向 量 . 

(3) ЖА лп CREEN Ai ,42 ，… sAn M 

À Fà: tHe +À, San Haz Hetan ARAW), 
AA "А, = A|. 

(4) ЖА, зА, e À), ЖА 的 互 异 特征 值 , 则 其 分 别 对 应 的 特征 
[п] Ж &1,62,°°*°,ф, 线性 无 关 . Ж А, 对 应 的 特征 值 是 Za боз" ‚бе, , 
ДІ [п] EL zH ii у." ‚бз, ‚©з 1, "°° ‚бә, 9 ‚Ёд у "° ‚2. ЕЖ. 

3. 线性 变换 与 矩阵 、 特 征 多 项 式 之 间 存 在 什么 关系 ? 

答 ”特征 值 是 被 线性 变换 所 次 定 的 .在 有 限 维 线性 空间 V 
中 , 选 定 一 组 基 后 ,特征 值 是 线性 变换 在 这 组 基 下 和 抢 阵 的 特征 多 项 
式 的 根 . 对 于 不 同 的 基 ,矩阵 一 般 是 不 同 的 ,但 它们 却 是 相似 的 . 而 
相似 的 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 , 也 就 有 相同 的 特征 根 . 也 说 明和 拖 
阵 的 特征 多 项 式 与 基 的 选择 无 关 , 完 全 由 线性 变换 决定 , 故 可 称 为 
线性 变换 的 特征 多 项 式 . 

4. 线性 变换 的 特征 向 量 之 间 有 什么 关系 ? 

答 ”首先 属于 特征 值 A 的 特征 向 量 不 是 唯一 的 , 行 扣 是 hn 
的 特征 向 量 , 则 БЕ (kO) А 的 特征 向 量 .者 后 与 & 都 是 和 
ARME H E W kigi Hkg (CEO EE ВУЧЕ ЮЕ. 

但 是 n 阶 方 阵 不 一 定 有 个 线性 无 关 的 特征 问 量 . л Jy 
阵 有 互 异 的 个 特征 值 时 ,一 定 有 个 线性 无 关 的 特征 癌 量 ,这 时 
线性 变换 x 在 某 组 基 下 的 矩阵 为 对 角形 . А.А E 5 B 
不 同 的 特征 值 ,而 上 as，…e 是 4; 的 线性 无 关 的 特征 癌 量 时 , 问 量 
组 Eistean s Ezo tt rŠ tt Gls -srn 也 线性 无 关 . EENE 
个 数 等 于 空间 的 维 数 , 则 线性 变换 x 在 一 组 合适 的 基 下 的 矩阵 是 
ЖЯ ЖЭШ. 
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方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


要 认真 辨析 特征 值 与 特征 向 量 的 概念 ,能 够 求 线性 变换 在 一 
组 基 下 的 特征 值 与 特征 向 量 . 
例 1 kasaa, 分别 是 n МУВА 的 互 异 特征 值 4:， 
À> > **°* + À, 的 特征 向 量 , 证 明 ; 当 ki k, ,… А, 中 至 少 有 两 个 不 为 零 
HF, kia Аа + +k an, МЈ А 的 特征 癌 量 . 
| 证 ”用 反 证 法 . б Аа, а, T tka., ЖА 的 属于 特征 
值 的 特征 向 量 , 则 
A(G(k aÁ tk, tkan) =ACk о Аа К,а), 
Вр k (АА, a Tk (А-А) + РЕ, САА, а, = 0. 
E A R T A E] R IEE ВУЛЕ Г] Ж SR ТЕ X 2 , AK 
k СА А) 5k: (А A ) == =k, (А А,) =0, 
不 妨 设 А,В», k, P Ь,520, Е, 520, W 
kiA А) =k; САА; ) = ОА; А, , 
这 与 题 设 逆 盾 . 故 kha tka tetka, 必 不 是 4 的 特征 问 量 ， 
例 2 а.а, ---,а, ЖА 的 属于 特征 值 *。 的 线性 无 关 的 特 
征 疝 量 , 证 明 ; 当 ,ks，… ,kk, PERE kia tka: Hee tka, 
也 是 4 的 属于 Me 的 特征 向 量 . 
证 因为 Ад: = Аа; (i=1,2,.,n), 
WW Alka tka: +t tkan.) =k Аа, А, Аа, ttk AG, 
= (kia tka: |: tkan). 
HX aaan, REER, ПИТА Н) hi, k. е, k, AP 
# kai tk:a: +: tk, a, £0, МТ kia tka: tte tkan 是 和 的 
属于 Ao 的 特征 问 量 . 
Из 求 复 数 域 上 线性 空间 V 的 线性 变换 x 的 特征 值 与 特征 
向 量 .已 知 改 在 一 组 基 下 的 矩阵 为 : 


3 4 0 a 
(ba=| | a=] | (3)A= 
5 2 —a © 


5 6 —3 O 2 1 
(4)А = Е 0 | ; (5)4= Е 0 ] ; 
1 2 —1 —1 —3 0 


1 1 1 1 
3 1 0 
1 1 一 1 一 上 
(6)4 一 | 一 4 一 1 0 |; (DAS . 
1 —1 1 —1 
4 一 8 —2 
1 —1 一 外 1 


Ж (1) x 的 特征 多 项 式 
A—3 —4 


-ai= 
—5 А-2 


| =(4—7)(А+2)=>л,=—2,л,= 1. 


当 ) 一 一 2 时 , 解 方程 组 | “。 _ | ”| 一 | 。 жен 


系 为 (4, 一 5) , 故 A 的 属于 人 一 一 人 ВИЛЕ [pj Et £ = 4E 一 DB2. 
4 一 4 0] _.. 
当 ) 一 7 时 , 解 方程 组 | 。。 El- L жиш 
YDA ШР А=1 的 特征 向 量 名 一 He. 
(2) xf 的 特征 多 项 式 为 


А va 
-AI 
а А 


Ti 


= (А—а1) (Ач-а)==>), = аі, А = — 4], 


мл =аі Ят а= 0, А. == А, =0, ЕЈ V 中 任何 非 零 问 量 
都 是 ( 零 变换 ) x 的 特征 向 量 . 若 a 去 0, 则 解 方 程 组 
аі 一 4 之 1 0 
B ai ЫЯ 
得 一 基础 解 系 (1,i)'. 故 ABA T A Sa ЕА & =a T ie. 
当 A. =— ai 时 , 解 方 程 组 
— ai — а 21 O 
| a 111 
BERRAR, i. ЖУЮ ТА —a НОЛЕ I 6: = е. 


162. 
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(3) x 的 特征 多 项 式 为 

A 0 —1 

0 2—1 0 

—1 0 À 
一 > 一 1 一 1, ,一 一 1. 

当 ): 王 1 时 , 解 方程 组 (1 五 一 4)X 一 0, 得 基础 解 系 
(1,0,1), (0,1,0), УА ТА =А =1 的 特征 向 量 为 

£ =е ез Ë =E. 

当 ); 一 一 1 时 , 解 方程 组 (( 一 1)。 忆 一 4) 时 一 0, 得 基础 解 系 
(1,0, 一 1)', 故 x 的 属于 7; 二 一 1 的 特征 向 量 为 名 一 gl — ёз. 

(4) x 的 特征 多 项 式 为 

|) 下 一 4 一 (一 2)(012 一 2 一 2) 一 > 人 一 2 一 1 十 V3 ,一 1 一 V3. 

А =2 时 , 解 方程 组 (2E 一 A) 外 =0, 得 基础 解 系 ( 一 2,1,0)”， 
故 x 的 属于 久 二 2 的 特征 问 量 为 & = —2e, +e. 

当 Xs 二 1 十 Y3 时 , 解 方程 组 ((1 十 Y3)E 一 和 A4)X=0, 得 基础 解 系 
(3, 一 1,2 一 V3)', 故 x 的 属于 Xs 二 1 十 V3 的 特征 向 量 为 бз = 38, 一 
є, (2—\/3)&;. 

当 ); 王 1 一 V3 时 ‚Ж 77 ЖЕШ СО —/З›Е—А)Х=0,{86 ЖЕ Ж 
(3,—1,2+/3)'. Ж ЖР Аз = 1— 30 RE ЖУ $, =3e, 一 
gz 十 (2 十 V3)83， 

(5) ә/ 的 特征 多 项 式 为 | 

(和 下 一 4 一 (2 十 14) 一 > 和 一 0 一 Vi4ihs 一 一 V14i 

将 A: À Аз 分 别 代 入 方程 组 (XE 一 A) 多 二 0, 求 得 : 

x 的 属于 入 = 二 0 的 一 切 特征 向 量 为 局 王 38g: — 6, + 28, ; í 的 属 
F „= Vi4i 的 特征 向 量 为 & = 二 (3 一 2 Vi4i)g + 13s; + (2 + 
3 V14i)gs ;的 属于 和 二 一 Vi4i 的 特征 向 量 为 6 二 (3 十 2 V141) 
є, 十 138; 十 (2 一 3 V14i)g;. 


ІАЕ А | = == (4—1): (4+1) 
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(6) /的 特征 多 项 式 为 

|[ДЕ—А|==(4—1)*(А-Е2)==>А, = A =1›,Аз=—2. 

将 А, zs ЭЖИ А.Э ЖНОЕ-—А)Х=0,Ж1{Ң. 

Á 1% T А, =À; 三] 的 特征 阿 量 为 Ё, = 3g, 6ё&; + 20g; ; A 的 
ЖРА = —2 的 特征 向 量 为 E =e. 

(7) x 的 特征 多 项 式 为 

АЕ —А | = (4—2) Ot => =А, =Аз 2,4, = —2. 

34 AA =, А = 2 BF, 8 УН (2E — A) Х= 0, 48 3: Th A 
(1,1,0,0)°,(С1,0,1,0)',(1,0,0,1), Ж УЮТА =à: = A = 2 
的 特征 同 量 为 & Se te sg = Без. = ае. 

342, = —2 时 , 解 方程 组 (一 2E 一 A)XX=0, 得 基础 解 系 
(一 1,1,1,1) , 故 x 的 属于 4 一 一 2 的 特征 向 量 & = 二 一 gi 十 gs +e 
Fe. 

为 了 便于 将 1 并 一 A| 分 解 成 4 的 因 式 , 常 在 展开 前 采用 下 述 
变形 :中 将 14E 一 和 A| 中 不 含 4 的 元 素 消 成 零 , 使 该 元 素 所 在 行 或 列 
出 现 4 的 一 次 因 式 ,直到 行列 式 为 2 的 某 次 多 项 式 才 展开 计算 ， 
ОЖ АЕ АТС) АН, ,可 将 各 行 ( 列 ) 加 到 第 1 行 ( 列 ), 即 
可 提出 4 的 一 次 因 式 . 

ЖЕН QE — A) X = 0 时 ,因为 基础 解 系 不 是 唯一 的 ,因而 
特征 向 量 形式 也 不 一 定 相 间 . 

例 4 在 例 3 各 题 中 哪些 变换 的 矩阵 可 以 在 适当 的 基 下 变 成 
对 角形 ? 在 可 以 化 成 对 角形 的 情况 下 ,号 出 相应 的 基 变 换 过 滤 托 
阵 卫 ,并 验算 PAP. 

E Н n 阶 方 阵 能 化 为 对 角形 的 充 要 条 件 是 线性 变换 
要 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 所 以 例 3 中 除 题 (6) 外 ,其 余 的 方 
阵 均 可 化 为 对 角形 . 

(CD а,в) бово. „|, ЖЕНЕН G ge 
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( ) 一 《 )| H 
| ё, Č? — E sE? ] —5 


1 4 
则 了 P=| _ | 是 由 基 ea ,es 到 基 & , 的 过 渡 矩 阵 . X 
AME =T s AME) = —28 
7 0 
Вр ә, o |. 


2 
由 x 在 不 同 基 E1562 K ë ‚©; 下 的 矩阵 相似 , 故 有 


Per [ro а) 
(2) 由 AKIRE č é: 得 
а = (ae) | | 


则 P= Ë emg е, ов, 到 基 E é 的 过 渡 矩 阵 , 故 有 
re | ,ol À U -al 
(3) но НЕ B 6 éég 


1 0 1 
є ‚ё; ,C3) = (ғ sE? , €; ) 0 1 0 = (£; sE 8. )P, 
i 0 —1 


1 0 1 
则 P= f 1 ана 81,8, ;83 到 基 Či , бә ‚ёз ЮЕ ВЕ. 
1 0 一 上 


10 loo nio n m 
бөз 2 ollo 1 | 1 -| 1 | 
1 o -oolo -1 —] 
(4) ЖН) ФЕ Et E 8, 8, ,得 


一 < 3 3 
сё, , Ë; Č; ) = (g, sb» »l 1 一 —1 Е ‚62 ,Ез;)Р, 
0 2—43 2443 


Р ЖЩ Ж є, rE: ,Ез 到 基 2. ‚ё, ‚ё; 的 过 渡 和 矩阵 . 


1 — 3 0 5 6 一 3 
P'AP = |1/2+/3/3 142/3/3 —⁄3/6 - 0 | 
1/2 一 V3/3 1—2/3/2 3/6 1 2 一 1 


一 2 3 3 
xi 1 一 ! 一 1 
0 2—43 2 十 V3 


Е 
(5) R АРЕНЕ 2.2... ,得 


з 3—2Vi4i 3+2/ i 
一 1 13 13 | ,BE3 )P, 
2 243/141 2 一 3V14i 

P 是 由 基 g1 ,ei ,gs 到 基 5 ,es ЮНЕ Е. 


0 
V14i | 
— 14i 


(6) 没有 足够 数量 的 线性 无 关 的 特征 问 量 ,不 能 化 为 对 角形 . 
(7) 取 x 的 四 个 特征 问 量 6 ,6 Ga ,5 得 


(à, „E, È) == (e, 129; sE; ) 


P ‘AP= 


1 1 1 一 ! 
1 0 O 1 

(ë, ‚& ‚ёз 2.) = (е ,€2 ,Ез ›Е,) 0 10 ] = (£; rE: ›Ёз ‚&,)Р, 
0 0 1 | 
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РН є, (62 s E3 >É 到 基 б, ‚Ё; ‚ё; ‚ё, 的 过 渡 和 矩阵 . 


2 
Р'АР= 


— 2 
本 例 各 题 中 尽 的 特征 向 量 彼此 是 线性 无 关 的 ， 
例 5 在 P[z], 中 (n>1), 求 微分 变换 9 的 特征 多 项 式 , 并 证 
9 在 任何 一 组 基 下 的 短 阵 都 不 可 能 是 对 信和 了 
证 在 P[z], 中 取 一 组 基 ripo cpr BHATE 


这 组 基 下 的 矩阵 为 


0 1 O 0 
0 0 1 0 
А=|} : : 
0 0 0 1 
0 0 O 0 
A —1 0 0 
0 A —1 0 
则 IAE—A|=|: : : ; == д". 
0 0 0 一 1 
0 0 0 А 


故乡 的 特征 值 为 羽生 1 一 … 一 人 一 0. 
对 应 于 特征 值 0 的 齐 次 线性 方程 组 (一 4)X 一 O 的 系数 矩阵 
WRA nl, 其 基础 解 系 只 含 一 个 特征 向 量 (1,0,…,0) . 因此， 
微分 运算 9 在 任何 基 下 的 矩阵 都 不 可 能 成 为 对 角形 . 


1 4 2 
例 6 i A=] 一 3 4|,% A. 
0 4 3 


解 ” 因 为 4 的 特征 多 项 式 为 
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2-1 —4 一 2 
0 十 3 ЕЕ 
0 —4 4-3 
所 以 4 的 特征 值 为 1 1,4 5,4 = —5. 

可 以 求 得 A 的 属于 特征 值 41 二 1,%; 二 5 ,4 二 一 5 的 特征 向 量 
分 别 为 6 二 (1,0,0) ,6 二 (2,1,2) 8, = (1,—2,1) . ЖНЖ ғ, 
52 ,Ез 到 基 E sé: ,és 的 过 渡 和 矩阵 


] 
=>P 'AĄAP= | 9 | 
一 9 


АЕ –А| = 


1 2 11 гі 1 0 一 1 
0 1 -2 | 5* | Г 1/5 7 
0 2 ] (—5) i l0 一 2/5 1/5 


1 2[1+(—1) +: 15: [L4 十 (一 1 一 ] 
一 | [1 十 4( 一 1 六] 5 крет 
0 2{1+(—1)*! 54: 44 1)* |5 


1 0 5-1 
№ k=2m 时 ,4 一 |0 5: 0 ; 
0 Б^ 


0 
1 4X55} 3X5 ”一 1 
М k=2m—1 时 ,4 二 10 一 3X5 4X5 
0 4х5! 3X5 
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例 7 ik Ense: e e 是 四 维 空间 Y 的 一 组 基 ,线性 变换 在 
这 组 基 下 的 矩阵 为 


5 一 2 —4 3 
3 —1 — 2 
0—3 1⁄2 9/2 —s5/2|' 
—10 3 1 一 ? 


(1) КУФ m =e 十 2g He, Tee, m = 28 Зе єз, M 
—gs, M= є, 下 的 矩阵 ; 

(2) R x 的 特征 值 与 特征 癌 量 ; 

(з) 求 一 可 逆 和 矩阵 了 使 了 AT 成 对 角形 . 


1 2 0 0 
2 3 0 0 
Ж Cm’ тр, ms т) = CE sE sE sE) бз 0 
1] 0 0 1 
= (E1 s82 ,53 ›&,)Р, 
所 以 在 基 m, m, т, y F XY 的 矩阵 为 
B=P 'AP 
一 3 2 0 0 5 一 4 一 4 3 1200 
2 —1 0 0 3 —] — 2 2300 
Ë 1 —1 1 01 | —3 1/2 9/2 —5/2||1 1 1 O 
3 —2 0 111-10 3 11 —71Ч4 0 01 
0 6 一 5 
0 0 —5 4 
o о 7/2 —3/2| 
0 0 5 — 2 


(2) x 的 特征 多 项 式 
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| 1 1 
I2E— B| =} (4—1) (4—5) =a =0, =l, =. 


С B) X= O, #8 fE [uj Et ë, — РЕ, + 28; + ё: +£, ‚Ё, = 02; 十 
Зе, 十 8g3; 解 (E 一 B) 关 ==0, 得 特征 问 量 Ë, = 3e, + s; + 8; — 2e ‚Ж 


(Е —в)х=0, Е б. = 46 T 2682 — E; — 084. 


注意 ,因为 4~B, 所 以 |XE 一 A|= 二 XE 一 B|. 
(3) 用 题 (2) 中 特征 癌 量 Š: ‚© ‚ё; Т7 作 一 组 基 ,有 
1 2 3 4 
T= - 3 | í —>T 4T 一 
1 1 1 一 1 1 
1 0 一 ? 6 1/2 

例 8 CJR à: 是 线性 变换 x 的 两 个 不 同 特征 值 ,gi s, 是 
分 别 属于 ,hz 的 特征 向 量 ,证明 :gi 十 gz 不 是 x 的 特征 问 量 ; 

(2) 证 明 :如果 线性 空间 V 的 线性 变换 x 以 V 中 每 个 非 零 四 
量 作 为 它 的 特征 向 量 , 则 s ERRER. 

证 (1) 用 反 证 法 , 设 e te: 是 x 的 特征 向 量 , 则 因 xs ) = 
Aigi s Же) == А, е sÀ ЗА, ПАВ (е е) Аё TAE. 

又 Ke е) = АС te), МТП 

А.е, РА; =A Ce Tg; ) => (À: А)е + (À; А): = 0. 
由 eoe 081,2, А 0,4, 一 A 二 0, 从 而 = À; SERF 
盾 , 故 命 题 得 证 . 

(2) ЖУ 的 一 组 基 gg een FR Ae) = Аа, (1=1,2, 
een). HECO) A А Ао = == k CG], iZ Н} A ДИ 
s; 十 gj 不 是 特征 向 量 ,与 题 设 矛盾 ). 故 对 任何 向 量 g RA 506) = 
AE P Pl A ERRER. 

例 9 设 x 是 线性 空间 V 上 的 可 道 线性 变换 ,证 明 : 

(1) x 的 特征 值 一 定 不 为 稚 ， 


(2) 若 ) 是 x 的 特征 值 , 则 二 是 x 的 特征 值 
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证 《1) 用 反 证 法 . 设 4=0 是 x 的 特征 值 ,而 aA 是 x 的 属 
于 4==0 的 一 个 特征 向 量 , 即 we) 一 0. 又 由 于 x 为 可 道 线性 变换 ， 
存在 允 ,使 

(а) = 0 10=0, 

与 & 天 0 FE. 故 x 的 特征 值 一 定 不 为 零 . 

也 可 以 这 梯 证 明 . 因 为 x 是 可 逆 线 性 变换 ,x 对 应 的 矩阵 А 
的 行列 式 |A4| 关 0, 而 x 的 一 切 特征 值 之 积 和 X20…4 ,二 14|1, 所 以 A 
的 特征 值 一 定 不 为 零 . 

(2) 设 a 关 0 是 x 的 属于 特征 值 * 的 一 个 特征 疝 量 , (а) = 
ж. 由 题 (1) 知 А50, 

(д) = (ла) =>а=АСЯ а) (а) =А 'G@, 
知 4 !#&# ! 的 特征 值 . (注意 У (а) =а. ) 

@J 10 设 x 是 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ,证 明 :% 的 行列 式 
为 零 的 充分 必要 条 件 是 x 以 零 作为 一 个 特征 值 . 

证 因为 线性 变换 x 的 矩阵 为 4 时 ,的 一 切 特 征 值 之 积 为 
ІА | ,所 以 

А | =0= А, А, А. 5 2/09 — А =0, 

即 y AFERAN. 

11 ЖАБ "п 阶 下 三 角 和 矩阵 ,证 明 . 

OË азау, 156] Goj=1,2, n) ЩА ЖТР — X A 
矩阵 ; 

(2) Æ da 三 az 一 … 一 am 而 至 少 有 一 ai 天 0 (с>), А 
不 与 对 角 和 矩阵 相似 ， 

证 (1) Жазба» (i 关门 , 则 因为 4 是 下 三 角 和 矩阵 ,所 以 A 
Вп ААА ИЕА а за,‘ a, ;, 故 A 可 以 对 角 化 . 

(2) Ж а=ап =. =a, , 则 A 的 特征 多 项 式 等 于 (A 一 a)", 有 所 
以 a 是 4 的 唯一 特征 值 . ж А 可 对 角 化 , 虽 存 在 可 道 阵 P, 使 
P 'AP=aE , JAI А=Р(аЕ)Р !=aE ,因此 4 是 对 角 和 矩阵 . 这 与 4 
至 少 有 一 个 cl 0 Gojo) FJA W 和 4 不 可 能 与 对 角 和 矩阵 相似 . 
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例 12 ПЕВ. МЕ пх 复 系数 和 矩阵 4 ,存在 可 逆 和 矩阵 了 ,使 

T 4T 是 上 三 角 和 矩阵 ， 
证 R < E n ЕАУ 的 一 个 线性 变换 , 它 在 基 a, a, 
… ,Qs 下 的 矩阵 为 4. 取 其 任 一 特征 值 N, 设 对 应 的 特征 向 量 为 
Bi РЕНА п 1 А В, B. В, B. 成 为 V 的 一 
组 基 , 得 AEE p potop 下 的 矩阵 为 
A bu … Dn 
() b, ... b,, 


O bu бы 
H A~B. | 
放 人 存在 可 逆 方 阵 了 ,使 P ''AP= B. 
对 级 数 n 使 用 数学 归纳 法 ,证 B 是 对 角 和 矩阵 . 
n= 1 时 ,结论 显然 成 立 . 
设 nn 一 1 时 ,结论 也 成 立 . 
ЩА п 阶 复方 阵 时 ,有 P. ' AP, = B. 
б, ... D,, 


由 于 B, = je n — 1 阶 复方 阵 , 网 依 归纳 假设 ， 


р ... б 
存在 n—i 除 可 逆 阵 Р, 使 
àz x 
А; 1 0 
P; ' B, P, = . =P=P.| |, 


А bz б b, 
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-| À 
0 P:!B,P, 


从 而 命题 得 证 (其 中 * 处 元 素 不 全 为 零 )， 
例 13 ШЕВ. ЖАЖА 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 4 三 O. 
证 必要 性 设 A"==0, 若 4 可 对 角 化 , 则 存在 可 道 阵 卫 ,使 
P 'AP= B 为 对 角 阵 , 故 
B” =(P 'AP)”"=P-!A"P=P ''OP=0. 
从 而 В=О=>А = 0. 
充分 性 ”A 二 OO 是 可 以 对 角 化 的 . 
例 14 БА ул ПУЕ, Е А? – ЗА +2Е= 0, — п 
阵 了 ,使 P 4P 为 对 角形 . | 
解 ”由 题 设 可 得 
(A—E)(A—2E)=(A—2E)(A—E)=0, 
由 于 A—2E RARE E) X= O 的 解 , 故 秩 (A 一 EE) 
+#(A—2E) <n. 


X А -Е— (А-—2Е)=Е 
=> (А-—Е)+Ж‹(А—2Е) > (Е) = п, 
МИ (А —– Е) +#k(A—2E)="n. 


ЖЮ (А Е) =k, (А 2Е) = 5, Д E + s=. 

设 aras. а, В.В," В. 分 别 是 A 一 E 和 A 一 2E 的 列 
极 大 无 关 组 ,由 于 (4 一 E) (4 一 2E) =O, Bhob 是 属于 特 
征 值 2 的 线性 无 关 的 特征 向 量 ;@i ,aqs:，… ,a 是 属于 特征 值 1 的 
线性 无 关 的 特征 向 量 , 故 а, а, . a, D В," Б, 线性 无 关 . 令 
P 一 (al ,0 0, В. ,Be ，,… › В.) ,得 
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P ‘AP= 


2 
@ 15 ЖАУ ИЖЕ, о, аа 是 线性 无 关 的 三 维 列 向 
量 , 且 满足 

Аа, =G, га, баз, Ай, = 20: Һаз, Аа = 20 Заз. 
(1) RER B, 使 得 Ala as a) = (а. 0,9) В; 
(2) KERF А 的 特征 值 ; 
(3) REISE Р, РАР 为 对 角 和 矩阵 . 
Ж (1) 由 题 设 知 

1 0 0 

2 || 

1 1 3 

1 


(2) 因 为 a a:a KEAR, KER C= (a, , m , a, ) B] , BJ 
以 C 'АС=В, АЕ B 相似 . 故 A 与 B 有 相同 的 特征 值 .由 
à—l 0 0 
一 1 4-2 2 
一 1 —1 à2—3 
解 得 BC 好 4) 的 特征 值 为 惟一 1 一 1 143 一 4. 

(3) 4 Д, = А = 1 В, H (E— B) X=O f& 48 36 RH Е 2, = 
(—1,1,0)!,&5=(—2,0,1). 

当 ) 一 4 时 ,由 (4 五 一 B)X 一 O 解 得 基础 解 系 上 :一 (0,1,1) ， 
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А Се, s O> , Gia ) 一 (а; s O> , G. ) 


1 
故 В= |] . 


0 0 
2 2 
1 3 


ІАЕ — В| = = (4—1) (4—4) =0, 


一 1 一 4 0 1 0 O 
so 1 0 Б 1 | 

0 1 1 0 0 4 
由 Q 'BQ=Q C 14CQ, 记 矩阵 


—] 一 2 0 
к-да вв 1 0 | 


0 1 1 
=(—а, Һа, — 2a 十 Ca ,@; Һа). 
Р ВТК А ЕЕ. 
1 2 一 3 
例 16 设 和 矩阵 4=|-1 4 一 3| 的 特征 方程 有 一 个 二 重 


1 а 9 
根 , 求 a 的 值 ,并 讨论 А 是 否 可 相似 对 角 化 . 
A—1 一 2 3 
1 人 一 4 3 
一 上 —а 4—5 
= (4—2) (42 一 84 十 18 十 3a). 
# 4 二 2 是 特征 方程 的 二 重 根 , 则 由 2° — 16 +18 — 3а = 0, Ж 
得 4 二 一 2. 此 时 ,4 的 特征 值 为 2,2,6. ЖЕ 


解 |Е—А|= 


1 —2 3 
2E— А = 1 —2 
— 1 4 一 3 


的 秩 为 1, 故 = 二 2 对 应 的 特征 向量 有 两 个 , 故 4 可 对 和 角 化 . 

若 А=2 不 是 特征 方程 的 二 重 根 , 则 六 一 8 十 18 十 3a 应 为 完 
全 平方 ,此 时 18--3а= 16, H AII a= — 2/3. 此 时 ,A 的 特征 值 为 
2,4,4. ЖЕЕ 


3 —2 3 
4E— А = 1 0 3 
—1 2⁄3 —1 
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的 秩 为 2, 故 二 重 根 A= 4 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 只 有 一 个 ， 


从 而 A 不 可 对 角 化 . 
例 17 Ближ 
1 b b 
A= ? 1 b 
b b ... 1 
(1) 求 A 的 特征 值 和 特征 问 量 ，; 


(2) 求 可 逆 和 矩阵 了 ,使 得 РАР ЖЕ. 
解 Cd) 当 5=0 时 ,显然 有 特征 值 A SA S eml, EA 


非 零 列 向 量 均 为 特征 向 量 . 
当 bÆ0 时 ， 
1) 一 1 —& — 
b À—1 —b 
IAE—A|= | 
—b —b + 4—1 


=[A—1—(n—1)b5][A abnt, 
ДА 的 特征 值 为 和 1 二 1 十 (xn 一 1)6, А = А, 1—6, 
"4 А1==1-®(л—1)5 if, i A 的 属于 特征 值 4, 的 一 个 特征 向 
BAE WA 


| ë =[1+ (n—1)5J8,. 


b b ... 1 
WIB 8 二 (1,1,…,1) . 故 全 部 特征 向 量 为 
Е =(1,1,:-6,1) 0, РЕВЕ 90. 
Д ==. Д, 1-р В, H 
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—b —b = —b 1 1 œ 1 


-b =b = -b| |1 1 
(1—b)E— A= , . | ~ 一 + 
bp —b в) |1 1 + 1 


解 得 L(1 一 5)E 一 A 和 X=0 的 基础 解 系 为 
E,=(1,—1,0,",0), 
&=(1,0,—1,++,0)/, 


上, 一 (1,0,0，…, 一 1) 
故 全 部 特征 向 量 为 
РЁ, rk, Ë tT keE,, ki ,ks s**t k, 为 不 全 为 零 常 数 . 
(2) 当 b=0 时 ,4 二 EE, 对 任意 可 逆 矩 阵 P, 均 有 P APSE. 
А 2 天 0 时 ,4 有 7 个 线性 无 关 的 特征 同 量 , 5 
P= (E sérs s) 
则 P-14P 一 diag(1 十 (2 一 1)8 ,1 一 六 ,1 一 站. 
例 18 设 三 阶 实 对 称 矩 阵 4 的 秩 为 2 一 jiz= 王 6 是 4 的 二 
重 特征 值 . 若 а = (1,1,0), а = (2,1,1) ,ass 一 (一 1, 2 一 3) 都 
是 属于 特征 值 6 的 特征 问 量 . 
(1) ЖА 的 另 一 特征 向 量 和 对 应 的 特征 向 量 ; 
(2) KER А. | 
解 (1) 由 于 6 是 4 的 二 重 特征 根 , 故 4 的 属于 6 的 线性 无 
关 的 特征 癌 量 有 两 个 . 由 题 设 O Ó G; > @3 1, а. » (X> 是 一 个 极 大 无 
关 组 , 即 а, а 是 A 的 属于 特征 值 6 的 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
由 秩 (4) 王 2 知 |4| 二 0, 故 А 9 — ЕВ Аз 50. И А 对 应 
特征 向 量 为 a= (х, 20,203), аа =0,аа=0, В 
Li + x; =0, 
Di +r = 0. 
解 得 方程 组 基础 解 系 为 a 二 (一 1,1,1)“. 故 4 的 属于 特征 值 4; 二 0 
I FIE m EA 
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ca 二 c( 一 1,1,1) ，c 为 非 零 任意 常数 . 
(2) 5 Р==(а, ‚> a) Il) 


6 0 0 6 0 0 
wt 6 中 故 A=P|0 6 | 


0 0 0 0 0 6 
4 2 2 
ml 
一 2 4 


第 四 市 ”线性 空间 的 值 域 与 核 不 变 子 空间 


0 1 —1 
xr | 1/3 —1⁄3 2/3 
—-1/3 1/3 1/3 


主要 内 容 


l. 定义 1 设 x 是 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,x 的 全 体 像 
组 成 的 集合 称 为 x 的 值 域 ,用 AVER. 所 有 被 x 变 成 零 向 量 的 
同 量 组 成 的 集合 称 为 x 的 核 , 用 x 0) 表示 . 

VD) 与 AORE V 的 子 空间 . УУУ x 的 秩 ， 
% ” (0) 的 维 数 称 为 x 的 零度 . 

2. 定理 1 设 w 是 n 维 空间 V 的 线性 变换 ,el1,8s，…,e, 是 V 
的 一 组 基 ,在 这 组 基 下 x 的 矩阵 是 A, 则 f 

(1) x 的 值 域 XV) 是 由 基 像 组 生成 的 子 空间 , 即 

AVI =L Ae) s (е), AEn). 

(2) ACO =R (A). 

3. 定理 2 1 s E n 322 Eze [B| V 的 线性 变换 . 则 XLV) 的 
一 组 基 的 原 像 及 % (07 的 一 组 基 结 合 起 来 就 是 Y 的 一 组 基 , 且 
有 

Z ЖЕ BJ) Ë BE = n. 

推论 ”对 于 有 限 维 线性 变换 , 它 是 单 射 的 充分 必要 条 件 是 它 

EMN. 
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4. 定义 2 设 x 是 数 域 P 上 线性 空间 V 的 线性 变换 ,W 是 
V 的 子 空间 . 如 果 W 中 的 向 量 在 x 下 的 像 仍 在 W 中 , 即 对 于 W 
中 任 一 向 量 &, 有 x(E) EW, 则 称 W 是 wx 的 不 变 子 空间 ,简称 
YW- 子 空间 . 

YY- 子 空间 的 和 与 交还 是 %- 子 空间 . 

5. 定理 3 设 线性 变换 w 的 特征 多 项 式 为 f(X) , 它 可 分 解 成 
一 次 因 式 的 乘积 

FAJ= QA n ASAA) e ASA), 
ШУ 可 分 解 成 不 变 子 空间 的 直 和 
үу=\,@®@\у,@;+,@\У,, 
其 中 
V= {El (A—AO" E =0, EEV). 


疑难 解析 


研究 不 变 子 空间 有 什么 意义 ? 

ж 设 双 是 线性 空间 V 的 线性 变换 ,W 是 x 的 不 变 于 空间 ， 
由 于 W 中 向 量 在 x 下 的 像 仍 在 W 中 ,因而 可 能 不 必 在 整个 V 中 
来 考虑 ,而 只 需 在 W 中 考虑 % 从 而 简化 线性 变换 <. 

因此 ,如 果 V 能 分 解 为 者 干 个 关于 用 的 不 变 子 空间 W , W, , 
… ,Wi 的 直 和 ,那么 对 V 的 线性 变换 A 的 研究 就 可 以 归结 为 对 各 
个 子 空间 Wi Wost W, 的 直 和 的 研究 . 

设 V 可 分 解 为 若干 个 A- -FZ B] 的 直 和 ‚ Вр у=}, OWO O 
Wi. 在 每 一 个 -了 于 空间 W, 中 取 基 Ea Ent En, (1:=1,2,++,®Ю, Е 
们 合并 后 得 到 V 的 一 组 基 , 则 在 这 组 基 下 ,% 的 矩阵 其 有 形式 

А, 
А; 


А, 
其 中 А; (i 二 1,2,… , k) PE | W, ТЕЖ єп ,sz，"… ,Es ЕЖЕ ЕЕ. 
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方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


1 2 gr g. g, =, 是 四 维 线 性 空间 V 的 一 组 基 ， 已 知 线 性 
变换 x 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 


2 一 2 1 —2 

(1) ЕФЕ тр е 260 е, M = 38E: — 8: Е.т = 8; + 
ғ, = 22, РЕЖЕ; 

(2) КУЮ 5 8 BR; 

(3) 在 x 的 核 中 选 一 组 基 , 把 它 扩 充 成 V 的 一 组 基 , 并 求 x 
在 这 组 基 下 的 窍 阵 ; 

(4) 在 x 的 值 域 中 选 一 组 基 , 把 它 扩 充 为 V 的 一 组 基 , 并 求 x 
在 这 组 基 下 的 矩阵 . 

解 〈1) 由 题 设 知 , 由 基 E go g. g, 到 п 7) Tho N 的 过 
Ж ЕЖЕ Е 


1 0 0 0 
—2 3 0 0 
Р= , 
0 一 1 1 0 
1 1 1 2 
故 x% 在 基 Tio To Mo Th РЕЯ ВЕ 27 
2 — 3 3 2 
2/3 一 4/3 19/3 10/3 
P 'AP= / 


8/3 一 16/3 40/3 40/31. 
0 1 一 —8 
(2) 在 核 x -1(0) 中 任 取 一 问 量 
ES (Е, ,53 ,64) = (20225039203), 
因为 9002) = 0,BFr 
ACX yzyyziyzi) =(0,0,0,0). 
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解 此 齐 次 线性 方程 组 得 
2 一 一 273 Lis — 一 2 Хз 23 La 04. 


得 基础 解 系 ( 一 4, 一 3,2,0)’,( 一 1, 一 2,0,1)', 于 是 
E, = — 4e, — 3E: T 2E, Ё = в 2, TE, 
是 s’ (0) 的 一 组 基 . e A SLE E). 
因为 A RR Ae), Ae), Ae), Ae RERE, A É9 
前 两 列 回 量 线性 无 关 ,而 任意 三 列 向 量 线性 相关 . йй Ke), Ale) 
是 一 个 极 大 无 关 组 . 知 
KVI = ГС), е), єз), AEs)) = Се), AlE). 
(3) BEDA ё, , 2; FE s '(0)8J— RE, H T 
1 0 — —1 
Е 0 1 —3 一 ?| _ 
(g, vE s Či s G2 ) = (gi ,8> 83 > 8, ) о о А ) = (61,6: ,&з,&)ЁР\, 
0 Ü 0 1 


уд! E1 ,&2 ‚©, T 线性 无 关 , 所 以 是 V 的 一 组 基 . 从 而 И ТЕ Ж 6] › 6° › 


2, ,2, 下 的 矩阵 为 
5 2 0 0 
9/2 1 0 0 
P'AP, = . 
1 2 0 0 
2 —2 0 0 
(4) 同 理 , 由 于 Ke), ASe) XV) 的 一 组 基 , 而 

1 0 0 0 
— 1] 2 0 0 
(ACE), Cg) ,E364) == (E1 62,83,64) ) > ] O 
2 —2 0 1 


= (g1 , €; ‚з ‚6,)Р,. 
КП Ae), (ео), Ез, 8, 线性 无 关 , 所 以 是 V 的 一 组 基 , x E 
Ále) , CE， ) ‚з 164 下 的 矩阵 为 
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о 2 2 1 

Е 9/2 1 3/2 2 
P; AP, = 0 O 
0 0 0 9 


例 2 设 V 是 复数 域 上 的 n RESE, S ZEV 的 线性 变 
F, H %%8 二 A, 证 明 . 

(1) 如 果 ao 是 必 的 一 特征 值 , 则 V 是 多 的 不 变 子 空间 ; 

(2) YL, 色 至 少 有 一 个 公共 的 特征 问 量 . 

证 (1)VEEV, , 2022) = 209) = BCG) = À (BE) , Ж 
AE СУ, , У, E 3 2Р7 25 [Н]. 

(2) BIV, E V, 的 一 个 线性 变换 ,在 复数 域 EBV, 必 有 
特征 值 Ni , 故 了 5EV ,5 天 0, 使 AE =g. 由 于 《EV , 故 必 有 
MKE) =, АНЕ В x 和 旬 的 一 个 公共 特征 问 量 ， 

例 3 设 x 是 n 维 线性 空间 V 的 可 逆 线 性 变换 ,者 W AE < HJ 
不 变 子 空间 ,证 明 W 也 是 s ”的 不 变 子 空间 . 

证 车 W 是 零 子 空间 ,结论 显然 成 立 . 

ж үу 不 是 零 子 空间 , 则 任 取 W 的 一 组 基 ci ,az，…a- 后 ,可 
E Ka) а), Ka А М 的 一 组 基 . 故 YaEW, 有 

a=k Жа, ) БЕ, Жа) + БЕ, ба, ), 
И (а) = (Жа tka tt kg.,)) 
=k æ tka: tte tka. 
HA katkat e tka, EW, (а) EW. @& W tB JÉ 
A 的 不 变 子 空间 . 

例 4 线性 变换 x 的 任意 一 组 特征 向 量 张 成 的 向 量 空间 一 定 
是 x 的 不 变 子 空间 . 

证 iW W=L(x X: rex) Ж x, 满足 (х) Ах (i 二 
1,2,…,s). YaEW, 有 

а= сух, Tc x; T° Tc,x; 
Жа) = c (x) es 0х) + Бс, HX,) 
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=c A X teà x, +" сд, Х,. 
也 以 ,W 是 3 BJ) 34.25 [B]. 

例 5 RR 的 线性 变换 x 在 基 a, an 下 的 方 阵 可 表 
示 为 对 角形 , 且 对 角 线 上 元 素 互 异 , 求 x 所 有 不 变 子 空间 , 间 共 有 
多 少 个 ? 

解 ” 由 例 4 知 ,对 任意 的 &,W= 二 L(g ,…,@i ) 都 是 x 的 不 变 
子 空间 (1<;, <+: <i, п). 

在 W, R°” ИМЯ Н], W sZ =Z W, Z: W, 上 的 线 
性 变换 , 它 的 特征 值 是 x 的 特征 值 的 一 部 分 ,不 妨 设 为 AAs 
А, or=dim W, ЕЕ Por В, B. EW E и СВ) =А В, ~, 
A, В.) =B. н + A B= AB: ,所 以 В, 也 是 x 的 特征 向 量 , 从 
而 В. = ka: k 0; Fi W, =L(8 В.В.) = 10а, 0 ,а,), 
即 知 所 有 不 变 子 空间 均 可 由 特征 向 量 张 成 .有 

+С СС 十 1 二 2"( 个 ). 

例 6 EAL A 是 线性 空间 V 的 :个 两 两 不 同 的 线性 变 
换 , 证 明 : 在 V 中 必 存 在 向 量 a, fE A Са), A бар), A Са) УЯА]. 

证 ФУ, =(а|аЄу, (а) = А, (а) ) (i,)=1,2,. ,5). 

Н у 51,00) = 57,00) = 0, 8 0€ V, , ИУ, Е 25. X. H ДУ u 
М.ТАЕВ, E s (p) <, СВ) С 
Д], V p€ V, RA % (8) = В) A= A) ‚ТЫ Vy 是 V 的 真子 集 . 

i a PEV; W a, a+ В) = = (а +В), Ж а +В У, 又 
A Сва) = @ (оа) >а Є V; , В ka E V;. МУ, E. V 的 真子 空间 . 

(1) ЖУ, #5 V 的 非 平 凡 子 空间 , 则 由 第 六 章 第 五 节 例 16 
知 ,V 中 至 少 有 一 向 量 不 属于 所 有 的 Vj. 不 妨 设 @ & V , Д] s Ca) 
FA (а) 《i,j 二 1,2,…,s), 即 知 存 在 向 量 @, 使 A (а), A Са), е, 
XY《@) 两 两 不 相同 . 

(2) Ë VPA V 的 平凡 子 空间 Vi; Mj) Vij 只 能 是 和 零 空 间 ， 
此 时 ,只 需 a 关 0, 就 有 (а) 5 5, (а). ИИА F X EE BJ 
У. 其余 情形 就 可 以 归结 为 (1) 所 述 的 情形 ， 
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例 7 设 x 是 有 限 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,W 是 V 的 子 空 

8], СИ) #75 н W 中 的 向 量 的 像 组 成 的 子 空间 ,证 明 ， 
HCAW) HECO ПИ) = E (W). 

证 ” 设 子 空间 W 是 m 维 的 ,W 的 子 空间 2 (0) ПУ 是 > 维 的 ， 
任 取 r 维 子 空间 一 组 基 gl ,ge ，…E' ,并 将 其 扩充 为 W 的 一 组 基 eg， 
e Er Ertl I" Em. 由 题 设 知 (е) 0, (е) 0, ,Xle,) 二 0, 则 

ACW ) = (е Es g, Erti r" Е) 
= (хк, SE Б, Ер Е) 
= [,( эєв,+\ s ЖЕ, э. ‚є, ). 
再 设 存在 krti skreo skm ,使 
ka CHE) tT kro СЕ) Hee Tk, SEn) =0, 
即 ЯСА ga FE a ogao TE g, )= 0, 
于 是 kb ig. Tke. Te +Ë g, EL '(0) ПИ, 
РТИ, 1,62 1 Е.Е, 可 以 由 #7. 00) ПУ 0 е,, 
gx," g, 表 出 .不 妨 设 
kriErti Т Ё,+2&,+2 Te E kmEn = kiei Heet k,E, 
Hi] H 61.62, **° E, sE у En E Н 91, ka 一 A+ == *** 一 An 一 
О, РТИ (е), AEn)’ (2.2 266, Z: ACW) — Н Ж, 
ТРЕ СУ) = m— r. Ў 
СУ) HEC (0) ПИ) = (У). 
018 0,9 Ел 02У 的 两 个 线性 变换 ， ЕЯ. 
Ж ASAZA -+ #k (98) — n. 

证 在 线性 空间 V 中 任 取 一 组 基 , 设 线性 变换 Z, 2 ТЕНЕ 
下 的 矩阵 分 别 为 A.B. AIF 在 此 组 基 下 的 矩阵 为 АВ. 因为 线性 
变换 的 秩 就 是 它 在 任 一 组 基 下 矩阵 的 秩 , 由 第 四 章 第 三 节 例 6 知 

(АВ) > CA) t EB) n. 
故 相 应 的 线性 变换 有 
Pk G > Ek ( S£) HRD — п. 
例 9 BR ALH A 为 线性 空间 VV 的 线性 变换 ,满足 : 
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(1) @:2= (1=1,2,. ,5),; 
(2) AA =0 GEj i j=l, 2S). 


WER У = ой (М) 0 (У) HAV) + Паг) 0). 


证 VCEV ,%B=a—.(ae)— #,(@m)—- —– (а), 
х (В) = (а) A(a)=0 (1==1,2,+,5), 


从 而 知 BENAT (0). 于 是 
а= В 9 (а) oh (а) + A (а) 
Є (У) +24 (У) +507) + 0 0), 


故 V= (У) +g (У) +. +S (У) [1м 160). 
Ë Aata) (a,) +y=0, 


(e) € (V), VENLO), 
则 
[S Са) +Z, (о) 1 + sf (а) у] =. (0)=0 G=1,2,: s). | 
从 而 知 7Y 一 0, 即 零 元 素 分 解 唯一 , 故 
V= (У) +30 (У) H tA + AAT O). 
例 10 15 5020, 0 = 8, ПЕНЯ. 
(1) x 与 多 有 相同 值 域 的 充分 必要 条 件 是 02—82, DA= s; 
(2) x 与 缀 有 相同 核 的 充分 必要 条 件 是 #@= ж, 801 Я. 
证 (1) 必 要 性 Ж AV) 二 8%(V), 则 任 取 mE€V, 有 #(а)є 
@Су)= ACV), 故 存在 问 量 p€ V ,使 (а) = ХВ), РЕ 
С) ° СВ) = В) = 2а). 
由 a 的 任意 性 知 ,B= 名。 
同 理 可 证 B= A. 
ЯЛЕ ##й=@,йм= A, MER Жа) Є AV)CV, 有 
Жа) = BA a=B MA) Є (У), В SK V)C (V). 
同 理 2(У)С (У). ТЦ YAV) 二 级 (V), 即 有 相同 值 域 . 
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(2) 必要 性 Жу 100 =2- (00 , 则 YPEY , 作 有 一 上 及 ,因为 
ИВ gp) AIP- 22 (g) =s — В) = 0, 
所 以 p— APEI -1(0)=2- (0), FES 
BP— gp) = 0р) — (250 В=0, Bl 2р = (2508. 

H p BJ t S TE I , 2= 924. 

类 似 可 证 A= AF. 

充分 性 ”在 = .2,2= 2s4,W] V a € wx 100), H + 

(а) = (З) e= 2 (а) = 200) =0, 

所 以 ає%' (0), Am = ' (0) 2 O). 

类 似 可 证 % !(0)22 (0). M L (0) = 27 (0), Вр 5, 2 
有 相同 的 核 . 


第 五 节 看 尔 当 标准 形 与 最 小 多 项 式 


主要 内 容 
1. 定义 1 形式 为 
A 0 + 0 0 0 
l A : O 0 
JCA, t) = : 4 
0 О = 1 À 0 
0 О 0 1 À охи 


的 矩阵 称 为 车 尔 当 (Jordan) 块 ,其 中 4 是 复数 . H # T T Z УЯ 
组 成 的 准 对 角 和 矩阵 称 为 若 尔 当 形 答 阵 , 其 一 般 形 状 如 
А, 
А, 


其 中 А; = 
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式 中 Ду sÀ2 (°° À, 可 以 有 部 分 相等 . 

在 一 个 线性 变换 的 者 尔 当 标准 形 中 , 主 对 角 线 上 的 元 素 正 是 
特征 多 项 式 的 全 部 根 ( 重 根 按 重 数 计 算 ). 

2. 引 理 2” 维 线性 空间 V 上 线性 变换 2 WE 2 = 0,k 是 某 
正 整数 ,就 称 多 为 V 上 和 硕 零 线性 变换 . 对 器 等 线性 变换 Z, V 中 必 
有 下 列 形式 的 一 组 元 素 作 基 . 


© @> s.. O, 
a) Bla) ... @Се,) 
Hii) a) e (а, 
(Z (а,)=0) (B (а) =0) + (Œ Ca) =0) 


于 是 ,多 在 这 些 基 下 的 和 矩阵 为 


定理 1 设 x 是 复数 域 上 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 则 在 
V 中 必定 存在 一 组 基 , 使 x 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 者 尔 当 形 逢 阵 . 

定理 2 每 个 ”级 复 矩 阵 4 都 与 一 个 车 尔 当 形 和 矩阵 相似 . 

3. 任 给 数 域 P 上 一 个 n 阶 和 矩阵 4 ,总 可 以 找到 数 域 忆 上 一 个 
多 项 式 f(x) ,使 СА) = 0. ЦА 为 根 的 次 数 最 低 的 首 项 系数 为 1 
的 多 项 式 称 为 4 的 最 小 多 项 式 . 
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引 理 1 ЖҒА 的 最 小 多 项 式 是 唯一 的 . 
引 理 2 W g(z) 是 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 , 则 f(z) 以 А ЖШ 
的 充分 必要 条 件 是 g (x) 整除 f (>). 


А, | 
引 理 3 А 是 一 个 准 对 角 矩 阵 4 一 | |, 并 设 4 的 最 


小 多 项 式 为 g r) A: 的 最 小 多 项 式 为 g(x) W A 的 最 小 多 项 式 
为 E) (x) ‚#2 (zx) 的 最 小 公 售 式 [ в, (x) , g: (>) |}. 
引 理 4 上 级 者 尔 当 块 


的 最 小 多 项 式 为 (x 一 a)”. 
定理 3 数 域 P Еп MERA 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充分 必要 条 
件 为 A 的 最 小 多 项 式 是 P 上 互 素 的 一 次 因 式 的 乘积 . 
推论 ”复数 矩阵 4 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 4 的 
最 小 多 项 式 没 有 重 根 . 


疑难 解析 


若 尔 当 块 与 若 尔 当 和 矩阵 有 什么 意义 ? 

答对 于 数 域 P En 维 线性 空间 的 一 组 基 ,线性 变换 x 与 一 
个 矩阵 A 相对 应 ,在 不 同 的 基 下 对 应 的 矩阵 是 相似 的 . 我 们 自然 
希望 A 的 形式 越 简单 越 好 , 这样 研究 和 使 用 起 来 都 更 为 方便 . Ж 
阵 最 简单 的 形式 莫 过 于 对 角 和 矩阵 ,但 并 不 是 每 一 个 线性 变换 都 有 
一 组 基 使 它 在 这 组 基 下 的 矩阵 成 为 对 角形 . 因此 , 转 而 寻求 另 一 种 
较为 简单 的 形式 :由 若干 个 若 尔 当 块 组 成 的 车 尔 当 形 和 矩阵 . 者 尔 当 
块 是 比较 简单 的 下 三 角 和 矩阵 , 故 若 尔 当 形 和 矩阵 也 是 下 三 角 和 矩阵 . 
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方法 技巧 与 典型 例题 分 析 


13 16 14 
例 1 求 矩 阵 A 二 | 一 6 一 7 一 6| 的 若 尔 当 标准 形 . 
一 6 一 8 -7 


1 一 13 一 16 —14 
解 | 6 和 十 7 | 0 ) 十 1 6 
6 8 2+7 一 人 一 1 1 一 A A 十 7 
А+1 一 2 一 14 10 0 
0 АІ 6 上 1 0 | 
0 0 А-1 0 0 Q+12(Q —1) 
ЗА 的 初等 因子 为 一 1,Q2 十 1 六 .它们 所 对 应 的 独 尔 当 块 分 别 为 


=) һ=| | 
' C [6-2 


1 0 0 
yi І 
0 0 —1 


例 2 设 V 是 复数 域 上 的 n 维 线性 空间 ,而 线性 变换 % 在 基 
E12.""" ,Bn 下 的 矩阵 是 一 大 尔 ч. ШЕ НЯ. 

(1) V 中 包含 si 的 XY- 子 空间 只 有 V 自身 ; 

(2) V 中 任 一 非 零 驻 子 空间 都 包含 E。; 

(3) V 不 能 分 解 为 两 个 非 平 凡 的 %- 子 空间 的 直 和 和 和. 

证 (1) 设 ACE Ez stt En) == (E162 "tEn JA, 
其 中 4 为 一 知 尔 当 块 . 

设 V' 为 x 的 任 一 不 变 子 空间 ,有 目 а СУ", Же) СҮ". НТ 
(є) =, Бе. ё C V" , 

R e ,84,… ,ss EV' .因此 ,V* =V. 

(2) 设 W 为 x 的 任 一 非 零 不 变 子 空间 ,EEW,E& 关 0, 不妨 设 & 二 
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A 十 1 —2 | 


一 


ЖА 的 者 尔 当 标准 形 为 J 


> kiei ШР kike ok, 不 全 为 零 ,可 设 是 第 一 个 不 为 零 的 数 
AE) = > k, Ylg;) = > k; AE; F Ei) TRnAEn 
=) > kiei + > kE +1 ==АЁ + > kjgjri. 
因为 Е (E) € w= > ke € W. 


„—1 n—2 
令 &= D kem >AM) А + 2; ken € W; 
i=] 


j=) 


m п— 3 
令 Ё, = > kit + 1 => ACE: ) = АЁ t >; k£ € W. 
im] i=} 


НКЕ ДН E= 之 Rei+o-o 一 2, ke CW. НТА =k, = 


"= km) 一 0 , 故 En- = Е.Е. 又 由 &,у=0==>в„Є W. 

(3) Ж V, ,V, 是 #191 dE Л 25 B, HEM, Ee EV, 
ПУ, ЖУ, +V, 不 是 直 和 ,所 以 V 不 能 分 解 成 x 的 两 个 非 平 
凡 子 空间 的 直 和 ， 

@ 3 求 下 列 和 矩阵 的 最 小 多 项 式 : 

3 一 1 一 3 1 
0 0 1 
一 ] 3 1 一 3 
(1) i 0|; (2) | 
3 —1 一 3 1 
1 0 0 
一 1 3 1 一 3 
解 (1) 矩阵 4 的 特征 多 项 式 
À 0 —1 
Q д 1 0 
—1 0 А 
由 于 A 的 最 小 多 项 式 为 0 一 1)?: (十 1) 的 因 式 ,计算 知 A 一 E 关 0O， 
А+Е= 0, m CA — E) (A + E) =O, ЖА ЮЛ £ Yi У 
(4 一 1) C2 十 1). 
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АЕ — А | = = (4 1)%(А+1). 


《2) 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 


A—3 1 3 —1 

ІАЕ — А | = | А8 mil ; =). 
一 3 1 A 十 3 —1 
1 一 3 —1 A 十 3 


由 于 的 最 小 多 项 式 为 4 的 因 式 , 计 算得 AAO, A? = 0. ЖА 8] 
最 小 多 项 式 为 人 ， 

例 4 设 4 是 数 域 P БЕ л ЕЕ, ПЕН: 

(1) 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 整 除 以 4 为 根 的 任何 多 项 式 ; 

(2) 4 的 最 小 多 项 式 存在 , 且 是 唯一 的 ， 

证 (1) 设 gG) 是 4 的 最 小 多 项 式 , 而 FA) 是 任 一 以 4 为 根 
的 多 项 式 . 令 f(Q0) 二 gg 十 r(0), 式 中 (42) 二 0 或 r00) 次 过 
СА), 

РСА) =94(А) ЕСА) + r(A). 
因为 РСА) = (А) =0, Ж (А) =0. 由 于 gQ) 是 4 的 最 小 多 项 式 ， 
РСА) = 0 (А) | РКА). 

(2) 设 РСА) = АЕ — A| 5 А Е, Ш të S6 $l - BL 36 
定理 ,4) 王 0, 知 最 小 多 项 式 存 在 ， 

设 р, (А), е; (CA) 都 是 4 的 最 小 多 项 式 , 则 由 题 (1) 知 g. СА) | 
в СА) 8 А) 12. Q) T g Q), а; C4) 首 项 系数 均 为 1 , 故 必 g (А) = 
82《4) ,; 即 最 小 多 项 式 唯 一 ， 

例 5 证 明 : 相 似 方 阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 . 

证 RDR A УВА, ВЕЖ РЕ 了 ,使 B= P 'AP. 

又 设 4 与 B 的 最 小 多 项 式 分 别 为 gi A) ,gz СА), W 

g (В) = g (P 'АР) =Р 'ұ, (А) Р=0. 
但 是 ,B 的 最 小 多 项 式 整 除 以 B SM06243 K.W g, СА)! в, (А). 
同 理 可 得 с, (А) | gs (А). 而 g, (А), gs (4) 首 项 系数 都 是 1, 所 以 
g СА) = z, (А). АДЕ UE. 
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“第 八 章 和 和 矩阵 


信和 窍 阵 的 引 和 ,可 以 更 好 地 和 研究 矩阵 在 相似 变换 下 的 化 简 
问题 . 


第 一 太太 和 矩阵 在 初等 变换 下 的 标准 形 
A EZ A F 


主要 内 容 


1. 以 多 项 式 环 P[A] 中 多 项 式 为 元 素 的 矩阵 , 称 为 大 矩阵 . 

EREM ` 减 . 乘 及 多 项 式 乘 以 抢 阵 的 运算 ,有 与 数字 和 抢 阵 
相同 的 运算 法 则 .和 矩阵 也 有 行列 式 、. 余 子 式 、. 代 数 余 子 式 和 伴随 
矩阵 的 概念 . 

定义 1 若 针 矩阵 4() 中 有 一 个 r(r>1) Br f s 3382 , T BT 
有 r+1 阶 子 式 都 为 零 , 则 称 АО) ЖЕУ r. 

零 矩阵 的 秩 规定 为 零 . 

定义 2 Вж ` nx z BJ A- 3 EE ВСА) 

AGQ)BOQ)==BOQOD)AQOQA)=6E, 

Жр E Жл 级 单位 阵 , 则 称 nXn 的 人 -矩阵 4(1) 是 可 逆 的 . ВО) 
(是 唯一 的 ) 称 为 AWE EE , 记 为 AC1 О). 

定理 1 一 个 nXn 的 -矩阵 A(X) 可 道 的 充分 必要 条 件 是 行 
ЈАКА) | 是 非 零 的 数 , 且 有 


-izay 1 . 
А Q) TCDT4 (А). 


2. 定义 3 下 面 的 三 种 变换 称 为 信和 矩阵 的 初等 变换 : 
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(1) 矩阵 的 两 行 ( 列 ) 互 换 位置 ; 

(2) 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 常 数 c; 

(3) 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 加 另 一 行 的 ФОА, ФС) А 的 多 项 式 . 

与 数字 和 矩阵 一 样 ,和 和 矩阵 也 存在 与 初等 变换 相应 的 初等 矩阵 . 

3. 定义 4 若 A() 可 以 经 过 一 系列 初等 变换 化 为 BC(X), 则 
称 和 并 矩阵 A(4) 与 BO) 等 价 . 

等 价 具 有 下 列 性 质 : 

(1) 反 身 性 每 一 个 人 矩阵 与 自己 等 价 ; 

(2) 对 称 性 ”车 A4Q) 与 ВО) ЗЕТ, Д) BQ У 和 40) 等 价 ; 

(3) ЕЕ ФАС) Уу BG) 等 价 ,B(X) 与 CC) 等 价 , 则 ACA) 
与 C(4) 等 价 . 

矩阵 A() 与 BC) 等 价 的 充分 必要 条 件 为 存在 一 系列 初等 矩 
RE Pi P. ,POCO ，…Q ,使 

ACA) =P, P; PBO) Q, OO, 
或 存在 可 逆 阵 РО) ОСА), tE 
AQ)=P(AOBOQO2QOQ). 

4. 5132 ” 设 和 大 矩阵 4() 的 左上 角 元 素 aa Q)20, H АС) 
至 少 有 一 个 元 素 不 能 被 它 除 尽 , 则 一 定 可 以 找到 一 个 与 АСАТ 
的 矩阵 BA , 它 的 左上 角 元 素 也 不 为 零 ,但 其 次 数 低 于 au СА) 的 
КЖ. 

定理 2 j ЕВ sX n 的 1- 和 矩阵 4(A) 都 等 价 于 下 列 
形式 的 矩阵 : | 

d, Q) 
d, Q) 


d, (A) @ 
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В r>l,d: (QA) (i 二 1,2,…,r) 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 且 
di) lda (i 二 1,2,…,r 一 1). 这 个 矩阵 称 为 A(X) 的 标准 形 . 

5. EXS 设计 矩阵 的 秩 为 r, 对 于 正 整 数 上 ,ik 和 7 ,A Q) 
ААРА А ВЕК. 4(4) 中 全 部 上 & 阶 子 式 的 首 项 系数 为 1 的 
最 大 公 因 式 DARA AOAI k ITIRAF. 

定理 3 等 价 的 入 矩阵 具有 相同 的 秩 与 相同 的 各 阶 行列 式 因 子 ， 

定理 4 外 矩阵 的 标准 形 是 唯一 的 . 

6. 定义 6 标准 形 的 主 对 角 线 上 的 非 零 元 素 di CA) ,dz A), 
…d() 称 为 人 矩阵 4() 的 不 变 因子 . 

定理 5 两 个 人 -和 矩阵 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 行 
列 式 因子 ,或 者 它们 有 相同 的 不 变 因子 . 

定理 6 和 矩阵 AQ) 可 道 的 充分 必要 条 件 是 它 可 以 表 成 一 系列 
初等 年 阵 的 来 积 , 即 

ACQ) =P, P; PQQ; Q.. 

推论 ”两 个 sxn 的 本 矩阵 4) 与 BO) 等 价 的 充分 必要 条 件 

是 ,有 一 个 sx s АВЕ P AES A nX n [йн E Q (A) ,使 
B(A)= Р(А)А(А) ON). 


疑难 解析 


1. BERKER А (А) ТУА 37 

Z 依照 定义 求 出 4GA) 中 非 零下 阶 子 式 的 首 项 系数 为 1 的 
最 大 公 因 式 D, Q). 通常 先 求 较 高 阶 的 行列 式 因 子 . 这 样 ,可 以 通 
过 较 高 阶 行列 式 因子 大 致 确定 低 阶 行列 式 因 子 的 范围. 

通过 行列 式 因 子 求 和 矩阵 标准 形 一 般 步骤 是 : 

[计算 各 阶 行列 式 因 子 | 一 | 计算 不 变 因子 | 一 >| 标 准 形 
一 般 适 用 易于 计算 各 阶 行列 式 因 于 的 矩阵 . 

2. 怎样 由 矩阵 4(X) 的 行列 式 因 子 求 4(A) 的 不 变 因 子 ? 

答 ” 设 矩阵 A() 的 秩 为 r, 行 列 式 因 子 为 D (А), D. (1)，…， 
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Г, (4X) ,ACQ) 的 不 变 因 子 为 di1 (А), а, (А), d, А), АХ) ЮЖ 
因子 与 行列 式 因 子 间 有 如 下 关系 : 

D, CA) 一 Gd (А), 

D: СО)=4‚,С)4, (А), 


D, (A) =d; (A)d: СА) а, СА). 
所 以 ,不 变 因 子 可 由 行列 式 因 子 求 得 
di А) = DI СА), 
Ф, СА) = 0, САР, Q), 


d А5 = р, СА) /Ю,_, (А). 
行列 式 因 子 与 不 变 因 子 是 相互 确定 的 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 证 明 : 两 个 等 价 的 和 矩阵 的 行列 式 只 相差 一 个 非 零 的 
常数 . 

证 Ф AQ)5 ВОЛ) ЗЕТ, ТЕТ PaA), QO), tB E 
六 -和 矩阵 ,使 | 

ВХА) == Р(А)АХА)ФХКА), | 

于 是 |BOQ) | = PO) ПАХ) 00А) | =а АСА) |р=а65 АСА) |, 
式 中 a,b ЕЗ. 

例 2 A nhn 阶 4- 和 矩阵 称 为 满 秩 的 , 问 : 满 秩 的 守 矩 阵 是 
否 一 定 可 逆 ?9 下 列 矩 阵 哪个 满 秩 ,哪个 可 北 ? 


1 0 1 1 А 0 
so А-1 , -| 2 À l | 
1 А “十 1 2 A 十 3 


解 7 阶 满 秩 )- 和 矩阵 不 一 定 可 道 , 如 4 人 1) 满 秩 但 不 可 逆 ， 
ВСА) Н n] w. 
例 3 ШТА ЖЕЕ ЖЛЕ: 
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l—à А À 
和; 一 д? 

а | Ng. (2) À A 一 人 | ; 
4°+54 ЗА | | 
ñ 0 0 

(3) 0 À 0 | 


0 0 (人 十 二 

0 0 0 ДА? 

0 0 人 一 人 0 

о 2-р 0 of 
4—4 0 0 0 


342 十 24 一 3 234—1 А2 +24 —3 
(5) 1412 十 31 一 5 34—2 et 


A 十 4A 一 4 А-2 人 人 一] 


2А 3 0 1 А 
44А 36 0 2+2 2) 
(6) | O бА À А 01. 


А—1 0 4—1 0 0 
3 一 3 1—4 2—2 0 0 
解 求 和 和 矩 阵 的 标准 形 , 可 用 初等 变换 法 和 行列 式 因 子 法 . 对 
阶 数 较 低 的 庆 矩 阵 可 用 初等 变换 法 , 阶 数 较 高 时 计算 量 太 大 ,初等 
变换 法 的 优点 是 可 以 同时 求 出 可 闭 阵 PQ) 与 00). 行 列 式 因 子 
法 见 疑 难 解析 . 
(1) 用 初等 变换 求 ， 
тт ы х3 ñ A? +54 | 
22 АА О д — 104° — 3А 


о вова 
0 АЗ — 10А —3АЈ' 


用 行列 式 因子 与 不 变 因 子 关系 求 . 
因为 р, (А) =А, р, (А) = lAa) | = — 104° —– 32 ,所 以 不 变 因 子 
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АСА) 


cy co r° —2Àr1 


di Q)=A, d,Q)=D,Q)/D (А) = — 104 — ЗА, 


[A 0 
И AQ) 的 标准 形 为 | | 
О А? — 1022 — ЗА 
(2) 用 初等 变换 法 求 . 
1 +A à  А+А А-А 
ca te ca + ÀC) 
AQ)>— ——| 0 0 一 1 —— jo 0 — 4 
cy Fca 
1 0 — д2 1 0 0 
0 ¿+A O 1 0 0 


C3 C2 ca *>c2 


" 0 Ü —À 一 一 一 一 一 >~|0 i 0 
U TA 1 0 0 rier; 0 0) A+A 
(3) 用 初等 变换 法 求 . 


A 十 A 0 一 和 一 
ra +r; +r 


4() 一 ~| 0 А 一 人 
єз cl Co 
A 十 A À 1 
A 二 TA —AQ+1 0 
rl (A+ 1) А , 
In A+A À 0 
A 十 4 A 1 
1 0 0 
— |0 A(A 二 1) 0 


0 0 АСА+1)° 
(4) 用 行列 式 因子 法 求 . 
DA 一 1， D,Q)=AG(A—1), 
Р, (А) =А? aI, DAS a]l), 
从 而 diQ)=1, d,Q)=D,Q)/D Q)=AQ—1), 
d; (4) = Р; (A)/D,(X) =А(А— 1), 
di (4) = р, (А) /0, (А) = А? (А 1). 


故 АСИК A 
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1 0 0 0 


0 XGA 一 1) 0 0 
0 0 АСА) 0 
0 0 0 А2 (А1)? 
(5) 用 初等 变换 法 求 . 
1 0 0 
AQ)——|0 4—1 0 


0 0 Q—1GOQ+]1) 
(6) 用 初等 变换 法 将 4() 化 简 , 再 用 行列 式 因 子 与 不 变 因子 
求 标 准 形 . 


1 0 0 0 0 
0 =А 0 0 0 
А(4) +10 0 à 0 0 |, 
0 0 02-1 O 
0 0 0 0 1-4 
Ж Р, (А) =1= р, (А) = р, (А), 
р, )=А(А= 10), р, 04) А01). 
从 而 d, Q= d,Q)=d,Q)=1, 


а, СА) = Р, Q)/D,Q)=AGQ 1), 
ds А) = Ds (А) /Ю, (А) =А? (А 1). 


АСЕ AH 
1 0 O 0 0 
0 1 O 0 0 
AQ)=|0 0 1 0 0 
0 0 0 AQ—1) 0 
0 0 0 0 А? (4—1) 


@ 4 求 下 列 大 和 矩阵 的 不 变 因子 : 
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A —1 0 0 
A—2 —1 0 
O À 一 ] 0 
(1) | 0 А—2 || (2) ; 
0 0 А —1 
0 0 A—2 
5 4 3 A 十 2 
和 十 wa В 1 0 
В Ата 0 1 
(3) 
0 0 和 十 a В 
0 — В А Fa 
0 1 A 十 2 
(4) 0 和 A 十 2 0 
1 a+2 0 0 | 
十 2 0 O 0 
àti 0 0 0 
0 A 十 2 0 0 
(5) 
0 0 A —1 0 


0 0 0 4—2 
解 ” 可 用 行列 式 因 子 法 求 . 
(1) р, (4) =1= р, 4),D;(2) 二 0 一 2)’,- 故 不 变 因 子 为 
4,4) =а,(А4) =1, d,Q)=D,QD)/D,Q)= (А 2):. 
(2) р, (А) = р, (4) =1,р, (4) =1,р, (А) = АХА) | =А +21? 
ЗА? 十 4 十 5, 故 不 变 因 子 为 
а, Q)=d,Q)=d,Q)=1, а, А) =А* +24? 3А? 十 4 十 5. 
(3) 当 8=0 f, D, (А) == Рр, (А) =0,р, (4) = Q +e) , р, (А) = 
(Аа), АЗАН + 5 
di (4) =а4,(А) =1, а, (А) =а, (А = Q +a). 
当 BAO 时 , 依 拉 普 拉 斯 定理 按 前 两 行 展开 ,得 
DA= LAY +В? ， 
А-а 0 1 
又 由 于 0 Аа B (SAYL Ata) +82 ], 
0 —@ Аса 
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В 1 0 
А+а 0 1 |=8*'—Q +o), 
0 —8 А-а 
而 ((А+ӘГОА+&)?+8*],8*—(А-+а)*)=1, 
从 而 知 D; (А) =1,р, Q)=D,Q)=1. 于 是 ,不 变 因 子 为 
di(A)=d;, (V =d, AOE, d,Q)=[Q +a) + 82 ]. 
(4) 因 


о O 1 
0 1 А+2|=1, lAQ)I=(A+2):, 
l А+2 0 


故 D (4) = р, (А) = р, (4) =1,р, (4) = (А-++2)* ,所 以 不 变 因 子 为 . 
d,Q)=d,Q)=d,Q)=1, d,Q)= Q +2):. 
(5) 有 四 个 非 零 的 三 阶 子 式 ,分 别 为 
Q—1DQ+10 Q 2, Q—1DQ+A+1DQ—2, 
(А+1) (4—2) (А+2), (4—1) (4—2) (4+2). 


所 以 Р, (А) =1=> D (4) = р, (А4) =1, 
Юр, (А) = АСА) | == СА? — 1) (42 — 4). 
于 是 ,不 变 因子 为 


а, у) =d (AN =d A) =l, а, (А) = (А 1) 0—4). 
例 5 证 明 


A 0 0 0 a, 
—1 À Ü 0 й, — 1 
0 — 1 А 0 а —2 
0 о 0 А а; 
0 0 О + 一 1] А-а 


的 不 变 因子 是 nn 一 1 个 1 РО), HP 
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РА) =А" Ha А+ Ча, Ata. 
证 对 |14(A) | 施行 变换 УКА ‚М itl=n 开始 ,可 得 


0 0 Q se 0 fA) 
— | 0 O se 0 关 
| АСД) | = 0 —1 0 ` 0 x 
0 0 0 … 一 1 关 


= f(A) (人 一] 和 ”二 7A)， 
又 4W) 中 左下 角 的 2 一 1 阶 子 式 等 于 (一 1)” , 故 有 


D,- Q) )=1= D (А) = р, (А) =... = D, СА) 1, 
D, СА) = fO). 
FE 40) =а, (А4) =. =а, 104) =1,4,04) = 0А). 
命题 得 证 . 


例 6 设 和 4 是 数 域 P 上 一 个 nXn 和 矩阵 ,证 明 :A4 与 4 相似 . 
证 SS AE— A SJ AE— A 对 应 的 子 式 恰 为 相互 转 置 ,所 以 
它们 对 应 的 点 级 子 式 相等 . 从 而 儒 一 4 与 AE 一 和 4 有 扣 同 的 行列 式 
因子 和 不 变 因 子 . 故 4 与 4 相似. 
0 O 
例 7 ia=|1 A 01, 求 A:. 
0 1 À 
证 由 第 四 章 第 一 节 例 247) 知 


A 0 O] A 1 0] ] A 1 0 
A:=|Il A 0| =||0 à 1 =||0 à 1 
0 1 à 0 0 À 0 0 À 
A ЮА ашы | д 9 9 
_ o] b м 0 
ох А МЕ): рка у 
0 0 A 2 


PT Ж ЇШЇН ЖЇР ”初等 因子 


主要 内 容 


1. 引 理 1 #A nXn AFERE P, Q ,使 
AE—A=P, (AE—B)0,,; 

ША 5 B 相似 . 

引 理 2 对 于 任何 不 为 零 的 nXn 数字 矩阵 4 ff A EE UQ) 
与 VQ) ,一 定 存在 和 和 矩 阵 QC) 与 RA) 以 及 数字 矩阵 U。 和 VV, 使 

UQ)=QE—A)QQ)TU,, VA)=ROA)QE—A)+V,. 

定理 1 А,В 是 数 域 P 上 两 个 nXn 和 矩阵 .和 4 Б В 相似 的 
充分 必要 条 件 是 它们 的 特征 矩 阵 4E 一 A 与 4E 一 B 等 价 . 

推论 和 矩阵 A 与 B 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 不 
变 因 子 . 

2. 定义 1 把 矩阵 A( 或 线性 变换 ww0) 的 每 个 次 数 大 于 零 的 不 
变 因 子 分 解 成 互 不 相同 的 一 次 因 式 方 顶 的 乘积 ,所 有 这 些 一 次 因 
式 方 寡 ( 相 同 的 必须 按 出 现 的 次 数 计 算 ) 称 为 矩阵 4( 或 初等 变换 
0) ЖЕ N+. 

3. 定理 2 两 个 同 级 复数 矩阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 
相同 的 初等 因子 . 

58 1 
fig (А) 0 | 

0 ӯ, Ав (А) 
ЎСА) в, Q) 0 | 

0 f СА) в QA) 
MREMA NA) NAARS g (А), 2 (А) Н Ж, AAM BA) 
等 价 , 记 为 АСА) ~ ВХА). 

定理 3 首先 用 初等 变换 化 特征 和 矩阵 证 一 4 为 对 角形 式 , 然 
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к< 


во›= | 


后 将 主 对 角 线 上 的 元 素 分 解 成 互 不 相同 的 一 次 因 式 方 蹇 的 乘积 ， 
则 所 有 这 些 一 次 因 和 式 的 方才 (相同 的 按 出 现 的 次 数 计算 ?就 是 А 
的 全 部 初等 因子 . 


疑难 解析 


不 变 因 子 与 初等 因子 有 何 关 系 ? 
矩阵 4 的 行列 式 因子 .不 变 因 子 与 初等 因子 都 是 大 矩阵 在 初 
等 变换 下 的 不 变量 . 
我 们 可 以 由 4 的 不 变 因 子 求 4 的 初等 因子 ,其 作法 是 : 
ФА ЖУН Та, Q) d, A) d. (4) 为 已 知 , 将 а, (А) 
(一 1,2,…7) 分 解 为 互 不 相同 的 一 次 因 式 方 攻 的 乘积 
d СА) = (А-А) (AA) (一 和》 
а, А) = (АА) (AA) 2 Q A), 


а, (А) = (А-А, т (АА) (АА, 0, 

则 其 中 对 应 于 А, 221 AIRAA (Е SDRE A 的 全 部 初等 因子 . 

H 4, (А) lda (А) (i==1,2,…,n 一 1) 可 知 , 在 同一 个 一 次 因 式 
的 方才 作成 的 初等 因子 中 , 方 次 最 高 的 必 在 а, (4) 的 分 解 中 出 现 ， 
方 次 次 高 的 必 在 а, СА ВЗЕН НЯ. 

也 可 由 定理 3 不 经 不 变 因 子 直 接 求 出 A 的 全 部 初等 因子 . 

矩阵 及 其 标准 形 行列 式 因子 ,不 变 因 子 以 及 秩 与 初等 因子 之 
间 的 关系 如 图 8-1 所 示 . 


行列 式 因 子 


` 方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


熟悉 初等 因子 与 不 变 因 子 的 关系 ,会 求 矩 阵 的 初等 因子 ,并 通 
过 初等 因子 讨论 矩阵 的 等 价 与 标准 形 等 命题 ， 
例 1 RER 


АСА) = 
Cr 一: 
А-а 
的 不 变 因子 与 初等 因子 组 . 式 中 c (一 1,2, ,n—1)2893F% Н. 
解 因为 4GA) 的 行列 式 因子 为 
DQ)=1, ++, D,-,Q)=1, ЮО„(д)=бА—а)", 
所 以 ,不 变 因子 为 
d,Q)=1, ++, cd) 一 1， d,Q)= (A —a)", 
ЈА Н ЕН 0А a)". 
12 设 4() 为 5 阶 信 矩阵 , 秩 为 4, 初 等 因 了 于 为 人， ， 
А—1›,А—1,А+1,0А+1)*%,Ж АО) ЖУ. 
E 4G) 的 标准 形 也 是 5 阶 和 矩阵 , 秩 是 4, 故 4(GA) 的 不 变 因 


子 为 
ds (А) =0, dA)=A (A—1) (Q +1)2:, 
ds (А) = А ASDAL), d ANSA, d,Q)=1. 
于 是 ,A() 的 标准 形 为 
1 
А 
д2 (42 — 1) 


(А-О +1): 
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例 3 证 明 下 列 方 阵 任何 两 个 都 不 相似 ， 


ri rı 1 
А, = 7 , А» = ri 1 . 
А ri 


证 ”因为 它们 的 初等 因子 各 不 相同 ,其 中 : 

A, 的 初等 因子 为 A 一 ri ,A 一 ni,A 一 ri， 

А, 的 初等 因子 为 0 一 r1) ,GM 一 r1)“， 

A, 的 初等 因子 为 0 一 r1)”， 

所 以 A. ,4: ,4; 任何 两 个 都 不 相似 . 

例 4 iACM,(P), d Q) ,ds(4),…,d,(4) 为 的 不 变 因 
Т.х 是 4 的 一 个 特征 值 .证 明 :4 的 属于 特征 值 4 的 初等 因子 的 
个 数 上 一 7 一 秩 С„Е- А). 

证 设 A 的 属于 特征 值 i, 的 初等 因子 为 

(А-А), (А-А), s, ATA’ nn nel, 
则 可 知人 (一 io 是 d .CA) 的 因子 ,CA 一 1o)2 4,1 ЮИ: 
(4—4) 4,6. ОЮН. В 4, (А), 4, Ad, AORE 
(一 1o) 的 方 壬 的 因子 , 故 
а, (А,)550, 4,04) 30, s d,-,Qo6)20, 
Фа СА) =0, +, 4, СА) 220. 
УН, ТЕНЕ PA), ОСА), 118 
d, (А) 


Г, 


d, (А) 


Р(А) ХЕ АОК) = d,- A) ; 
d, ,+1 (А) 


di (Ao) 


77 ， Фе ) 
0 


则 РОь)(ьЕ—А)ООь) = 


ВА жу PA), ОСА) ЯТ, ВІЛ PCA), QOO n] й, b 
# (АЕ — А) = #(Р(А,) (АЕ А)О(А,)) =п— г. 
从 而 , 知 4 的 属于 特征 值 M。 的 初等 因子 的 个 数 
t=xn—#Ëk (AC E— А). 

例 5 证 明 : 复 数 域 上 方 阵 4 Ei — 4 X fa 3 ЕНЕ s 
要 条 件 是 ,4 的 最 小 多 项 式 没 有 重 根 . 

证 充分 性 设 语 一 4 的 不 变 因子 为 di (А), а, A), 
d.(), 则 其 最 后 一 个 因子 d, (АЕА 的 最 小 多 项 式 . 若 d, Q) E 
根 , 则 由 4, (А) diy) 知 , 每 个 d;(X) 都 无 重 根 , 故 知 下 一 4 的 初 
等 因子 都 是 一 次 的 ,从 而 А 与 对 角 算 阵 相 似 ( 见 下 节 定 理 3). 

必要 性 者 4 与 一 个 对 角 和 邱 阵 相似 , 则 和 一 4 的 初等 因子 都 
是 一 次 的 ,从 而 4,(X) 是 不 同 的 一 次 因子 的 积 ,所 以 d (4) 无 重 根 . 
由 于 4 的 最 小 多 项 式 为 人 五 一 4 的 最 后 一 个 不 变 因子 d, (4), 故 没 
AE. 

例 6 在 复数 域 中 ,2” 阶 方 阵 4 ЮКЕ Н 85) #; Ч 
块 可 否 换 为 


(a 天 0) 


的 形式 ?为 什么 ? 
解 ” 可 以 ,因为 其 初等 因子 为 (A 一 p)”. 
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= h PRAHE 


主要 内 容 


1. 定理 1 每 个 ?级 的 复数 窍 阵 4 都 与 一 个 若 尔 当 形 和 矩阵 
相似 ,这 个 夺 尔 当 形 矩阵 除去 其 中 知 尔 当 块 的 排列 次 序 外 是 被 矩 
ЕА 唯一 决定 的 , 它 称 为 4 的 奉 尔 当 标 准 形 . 

定理 2 BAERE 2” 维 线性 空间 的 线性 变换 ,在 V 中 
必 和 存在 一 组 基 , 使 %% 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 若 尔 当 形 , 并 且 这 个 知 尔 
当 形 和 矩阵 除去 其 中 奉 尔 当 块 的 排列 次 序 外 是 被 唯一 决定 的 . 

定理 3 复数 矩阵 4 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 ,4 
的 初等 因子 全 为 一 次 的 . 

定理 4 复数 矩阵 4 与 对 角 和 矩阵 相似 的 元 分 必要 条 件 是 ,4 
的 不 变 因 子 都 没有 重 根 . 

2. 定义 下 对 数 域 P 上 的 一 个 多 项 式 

dD =A" taAa t eta, 


PRIE EE 
0 0 ü= 0 — а, 
1 0 l 0 —а@,„—‹ | 
А=|0 1 + 1 а, Ф 
КОО: 0 : 
0 +; 0 1 一 Cl 
HETA dG) 的 伴侣 阵 . 
定义 2 下 列 准 对 角 和 矩阵 
А, 
А= А: © 
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其 中 ,4; 分 别 是 数 域 P 上 某 些 多 项 式 d OA) (i 二 1,2,…,s) 的 伴 倡 
阵 , 且 满足 d Ald Ale ld, OAD, MR A AP EAER 
ЖЕ. 

3. 引 理 1 RO PEE 4 的 不 变 因 子 为 1,12 1,d Q), 
ds《4),…,d,(4) ,其 中 1 的 个 数 等 于 d (4) ,ds(4),…,d,(4) 的 次 
ЖЯ п WZ s. | 

定理 5 数 域 P 上 nnXn 方 阵 4 在 P 上 相似 于 唯一 的 一 个 有 
理 标 准 形 , 称 为 A 的 有 理 标准 形 . 

定理 6 Ө EYER P E n 维 线 性 空间 的 线性 变换 , 则 在 V 
中 存在 一 组 基 , 使 x 在 该 基 下 的 矩阵 是 有 理 标 准 形 ,并 且 这 个 有 
理 标准 形 由 x 唯一 决定 , 称 为 x 的 有 理 标准 形 . 


疑难 解析 


1 怎样 求 一 个 矩阵 的 若 尔 当 标准 形 ? 
® WA 为 托 阵 4 的 一 个 特征 值 , 令 
n =n л = (А — АЕ), (Е:=1,2,). 
fE F 


其 中 De п — T a =b, bitis 则 . 

(1) b, 等 于 4 的 属于 特征 值 %。 的 若 尔 当 块 (也 是 初等 因子 ) 
的 个 数 ; 

(2) а, EFA 的 属于 特征 值 M。 W k RERE k KY 
等 因子 ) 的 个 数 . 

由 此 得 出 求 矩阵 A 的 若 尔 当 标准 形 的 方法 有 多 种 ,但 常用 初 
等 因子 法 与 特征 多 项 式 法 . 

初等 因子 法 一 般 步 又 如 下 . 
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第 一 步 ” 对 证 一 4 进行 初等 变换 , 求 出 4 的 不 变 因子 ,从 而 
得 到 А 的 初等 因子 .也 可 以 由 行列 式 因 子 确定 4 的 初等 因子 . 

第 二 步 ” 若 4 的 初等 因子 为 (4 一 人) ,(А— 5)", +, 
QSA) ,分 别 写 出 相应 初等 因子 的 车 尔 当 块 


А; 1 
А; 1 
J, ХА) = е, э. (1=1,2,...,5), 
1 
А; 
第 三 步 ” 由 若 尔 当 块 组 成 分 块 对 角 阵 
J, Ом) 

J Оз) 


J Q.) 
特征 多 项 式 法 一 般 步骤 如 下 . 
第 一 步 ЖА 的 特征 多 项 式 |XE 一 A|. 
第 二 步 ” 求 出 4 的 所 有 特征 值 4 和 1 A... ,4,. 
第 三 步 ” 对 每 个 和 ,计算 一 (4 一 AE)* K bsa (&=1,2,=:):; 
п = п л, ng = Ne] л, "афр `*** 
b. b, ... b, ра 
а, а, + а, 
Ша, ВА ATREA, ВТК ЧАЈА. 
第 四 步 ” 按 第 三 步 所 确定 的 aj, 写 出 相应 的 者 尔 当 形 矩阵 . 
2. 关于 矩阵 的 相似 ,有 哪些 常用 的 结论 ? 
= 常用 结论 有 : 
(1) 矩阵 A 与 B 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 特征 矩阵 等 价 . 
。 365 • 


(2) ERF A 5B W 
eA 与 B 有 相同 的 行列 式 因 于 
<А УВ АЖАН 
< 一 4 与 及 有 相同 的 初等 因子 . 
(3) 相似 的 矩阵 有 相同 的 秩 . 迹 .行列 式 、 特 征 值 .特征 多 项 式 
与 最 小 多 项 式 ， 
(4) 线性 变换 在 不 同 的 基 下 的 矩阵 相似 . 
(5) ЖЕР 上 两 个 矩阵 4 Ej B 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 
在 复数 域 上 有 相同 的 者 尔 当 标准 形 . 
矩阵 的 相似 是 与 数 域 无 关 的 整体 性 质 . 
3. Б K 4 的 有 理 标准 形 ? 
® ЖААНЫ ЕРШ TF: 
(1) ЖЩ AE—A 的 不 变 因子 . Н QE A) = n, W A E [А 
子 为 di Q) d СА), sda CA). 
(2) 求 对 应 的 伴侣 矩阵 . 设 A 的 不 变 因 子 为 1,1,…,1， 
а, О d, Q), d, Q) ,其 中 | 
di 一 和 十 am 十 十 ai 十 aas ， 
di (一 和 十 ao 十 十 as m 一 1 人 十 Qan， , 


d, Q) = Д": +алА 十 **° Fasn Ата, * 


对 应 的 伴 但 矩阵 为 
0 0 0 ... 0 аул, 
1 0 0 0 ul nl 
Ni 一 0 1 0 0 4} пу 一 2 , 9 
0 0 ... 1 ау 
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0 0 0 0 —@, 
1 0 0 О =а,, -1 
М,=|0 1 0 0 —a,, _， 
0 0 0 1 — а, } 
(3) 将 М, ‚М, |... ‚М, 组 成 有 理 标 准 形 
М, 
М, 
N= 
N. 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


要 求 会 求 矩 阵 A 的 夺 尔 当 标 准 形 和 有 理 标准 形 . 


例 1 求 下 列 复 系 数 矩 阵 的 看 尔 当 标准 形 : 
1 2 0 13 16 
(1) | 0 2 O|; (2) | 一 5 —7 
—2 一 4 一 | —6 一 8 
3 0 8 4 9 
(3) | 3 —] | (4) | 一 2 —2 
— 2 0 一 5 —] 一 1 
3 1 —3 1 —1 
(5) Ë 一 5 | (6) |3 一 3 
—4 —10 3 2 一 2 
1 1 一 1 一 4 2 
(7) Е — 3 | (8) Е 3 
—2 —2 2 —3 1 
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0 3 3 8 30 —14 
ШЕ 8 j (10) |—6 —19 | 
2 一 14 —10 —6 —23 11 


3 1 о 0 i —3 0 3 
—4 一 】 0 0 — 2? 6 0 13 
(11) ; (12) 
7 1 2 1 0 一 3 1 3 
—7 一 6 一 1 0 — ] 2 0 8 


я ПАЗ: КЖЕ. 


和 一] 一 < 0 1 
(1) AE—A=| 0 24-2 0 -| 1 | , 
2 2 àti (42 —1) (4—2) 


得 A 的 初等 因子 是 和 一 1 十 1 一 2. 故 4 的 若 尔 当 标准 形 为 
1 0 0 
0 0 2 
A—13 —16 一 16 1 
(2) | 5 2+7 6 |-| 1 | 
6 8 “24 十 7 (一 1 六 (十 3) 
得 A 的 初等 因子 是 (一 1): ,十 3. 故 4 的 看 尔 当 标 准 形 为 
—3 0 0 
0 1 1 
A—3 0 一 8 1 
A 十 1 -一 | A 十 1 | 
2 0 2 十 5 (А-+Е1)* 
得 А 的 初等 因子 是 人 十 1,GQ 十 1D):. 故 4 的 若 尔 当 标准 形 为 


—1 Ü 0 
| i | 
0 1 —1 
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4—4 一 5 2 
2 А+2 一 


1 
1 1 2-1 Q — 1) 
得 4 的 初等 因子 是 (一 ] 郑 . 故 4 的 若 尔 当 标准 形 为 
1 0 O 
1 1 | 


0 1 1 


— 


(4) AE— A= 


A—3 —7 j 


1 
2 i+5 2 -| 1 | 
4 10 2-3 (A 一 1) (А +1) 


得 А 的 初等 因子 是 一 1,X4 一 i,A 十 i 故 А 的 若 尔 当 标准 形 为 

1 0 O 

0 0 

А-1 1 一? 1 

一 3 А+З -| А | 
AQ — 2) 


—2 2 24-4 
得 А ВЗ НТА ,л,А—2. 故 4 的 车 尔 当 标准 形 为 
0 
0 0 
0 0 
А-1 —1 
得 A 的 初等 因子 是 ,A?. 故 4 的 若 尔 当 标 准 形 为 
0 0 O 
0 1 0 


(5) AE—A= 


0 0 
ees 
2 
1 1 
2 2 241—2 和 
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1 十 4 一 2 一 10 1 
3 —1 4—7 (А— 2)’ 


得 А 的 初等 因子 是 (一 2):. 故 4 的 若 尔 当 标准 形 为 


2 0 0 
0 1 2 


一 3 —3 1 
(9) Е-А= | 1 А-8 —6 | 一 ~ 1 | 
— 14 A 十 10 AA 122 


得 A 的 初等 因子 是 XQ 十 1)*. 故 A 的 车 尔 当 标准 形 为 


0 0 0 
| І! 
0 1 —1 


A—8 —30 14 1 
arl 9 - | 
0 23 А11 和 A 十 304 一 8 


# А? 304 —8= 0,48 
у= А /A016+ V4— 4/1016, 
= МА Viol +o? V4— 1016, 
= МА Violetu’ V4— 1016, 
дф о УЗ, А ЛЯТО А), А-А) а 
)3). 故 4 的 若 尔 当 标准 形 为 


(10) Е -A= 
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(11) AE — À = | 
一 7 —1 一 2 一 ! 
7 6 1 А 
1 
1 
— > ‚ ‚ 
(A—1)° 
得 А 的 初等 因子 是 0 一 1)*. А 的 若 尔 当 标准 形 为 
1 0 0 O 
1 1 0 
0 1 1 of 
0 0 1 1 
人 一 1 3 0 一 3 
a—6 0 —13 
(12) AE — À = 


(д 1) CX: 一 144 十 19) 
得 A 的 初等 因子 是 QQ 一 1) ,0 一 1) (А2 —- 144119), А 的 车 尔 当 
标准 形 为 


1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 7 十 V30 0 
0 0 0 7 一 V30 


例 2 将 例 1 中 各 题 看 成 有 理 数 域 上 和 矩阵 , 写 出 它们 的 有 理 
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标准 形 . 

解 ” 利 用 例 1 绪 果 , 求 出 4 的 非常 数 不 变 因 子 , 即 可 写 出 有 
理 标 准 形 . 

(1) A 的 非常 数 不 变 因子 为 dC0) 二 GQ 十 了 0 一 1)Q0 一 2)== 
Д 24 一 A 十 2, 故 A 的 有 理 标准 形 为 


0 0 —7 
0 1 2 


(2) 4 的 非常 数 不 变 因 子 为 ds (AD) 王 (一 1 和 (十 3) 一 人 十 入 
一 6 十 3, 故 和 的 有 理 标 准 形 为 


0 0 —3 
0 1 —1 


(3) А 的 非常 数 不 变 因子 为 ds (4) 二 4 十 1,d; (А) = (4+1) = 
人 十 2 十 1, 故 的 有 理 标 准 形 为 
—] 0 0 ~ 
01 一 2 
(4) А 的 非常 数 不 变 因子 为 d; (А) = (А-1) = ЗА? 3А — 
1, 故 A 的 有 理 标 准 形 为 
0 0 1 
0 1 3 


(5) А 的 非常 数 不 变 因子 为 dQ@)= GQ 一 DGQ +1) 
+aA— 1, ik A 的 有 理 标准 形 为 


0 0 ] 
а al 
0 1 1 


(6) А 的 非常 数 不 变 因子 为 d; (А) =à d (7) 一 4(4 一 2) 二 一 
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24, 故 A 的 有 理 标 准 形 为 


(7) A 的 非常 数 不 变 因子 为 4d;(4) = d: A) = A A WHA 
理 标准 形 为 


(8) А 的 非常 数 不 变 因子 为 d; QA) = A2) = 二 一 6X +124 
一 8, 故 A 的 有 理 标准 形 为 
0 0 8 
1 0 -x 


0 1 6 
(9) А 的 非常 数 不 变 因子 为 а, (А) = 二 4Q 十 1)?= 二 和 十 2 +A; 
故 А 的 有 理 标 准 形 为 


оо O 
0 1 一 ?2 
(10) А 的 非常 数 不 变 因子 为 d; (4) 二 入 十 304 一 8, 故 A 的 有 
理 标 准 形 为 
0 0 8 
0 1 0 
(11) 4 的 非常 数 不 变 因 子 为 d ,Q)= Q — 1) =t 44° 624 
一 4 十 1, 故 4 的 有 理 标 准 形 为 
0 0 一 1 
1 00 4 
0 1 0 一 6| 
001 4 
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(12) А 的 非常 数 不 变 因 子 为 di() 一 人 一 1,ds (4) = Q — 1) 
(2 一 14) 十 19) 一 1 一 1512 十 33A 一 19, 故 4 的 有 理 标准 形 为 


1 0 0 0 
0 0 0 19 
0 1 0 一 33| 
001 15 


Из 设 x 是 n 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ， 

(1) # x 在 V 的 某 基 下 的 矩阵 A 是 某 多 项 式 的 伴侣 阵 , 则 x 
的 最 小 多 项 式 是 АСА); 

(2) iW x 的 最 高 次 的 不 变 因 子 是 4(), 则 x 的 最 小 多 项 式 古 
dQ). | 

证 (1) Radi Haa + aA tan , 


0 0 ++ 0 —а, 
| Ü 0 nl 
А= |0 1 0 а, |, 
00. 1 а 
ДА 的 不 变 因 子 为 1,1,，…，,1,d(A). 有 
п— it 


АСА) = (А-А) I (4—4) (AA)', 
(ri +, ++ tr 5n À 22; (:27))) 
故 A 的 初等 因子 为 (MA 一 in ASA = AA  4$ А 的 车 尔 


J 
J: 5 хе 
J. 


J: = и А (i=],2,. ,3). 


当 标准 形 为 
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因为 相似 矩形 有 相同 的 最 小 多 项 式 , 所 以 可 以 得 4 的 最 小 多 项 式 
为 d (4) ,于 是 s 的 最 小 多 项 式 为 dA). 

(2) x 的 最 高 次 不 变 因 子 即 x 的 第 nn 个 不 变 因子 dX), 于 是 
аА) =4,(). XA а, (А) |а, (А) (i 二 1,2,…,n 一 1), 则 由 非常 数 
不 变 因 子 可 以 得 到 УФУ 的 某 组 基 下 的 有 理 标准 形 , 利 用 题 (1) 
的 结果 以 及 第 七 章 关 于 准 对 角 和 矩阵 最 小 多 项 式 的 结论 可 知 ,%w 的 
最 小 多 项 式 为 d,(X) ,从 而 得 出 x 的 最 高 次 不 变 因 子 АО) Вр x 的 
最 小 多 项 式 . | 

1 


例 4 йл=| °. | RA 的 车 尔 当 标准 形 


БА? 的 特征 值 全 为 零 . 又 秩 (42 ) 王 2 一 2, 所 以 4 仅 有 两 个 属于 
Ма А/К Ч. 


由 A 二 0,A"-! 关 O 知 , 当 nn 为 奇数 时 , СА?) T ZO, (А) t! 
=О, A 的 最 小 多 项 式 为 XY ,4 的 初等 因子 为 4 了 ATH, M n 
为 偶数 时 , (А?) 150, (А2)? 二 0, 则 А? 的 最 小 多 项 式 为 A ,4 
的 初等 因子 为 4 ,Xi .由 此 得 出 

(1) 当 为 奇数 时 ,A? 的 若 尔 当 标准 形 为 


Ja 
=| -| 


(2) 当 为 偶数 时 ,A? 的 若 尔 当 标准 形 为 
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ИЙ 
J= . 
J4 


例 5 W a,b,c ДИ Aaj (B RT ‚БЕ ЕЕ 
4 о —2 
A= Е а 1 


b —1 1 


与 B= 


2 1 —1 
—] 1 ' 
l 1 O 
相似 ? 
Ж 若 和 4 与 B 相似 , 则 它们 的 特征 多 项 式 相 同 ,算得 
ІДЕ А | =А° — (5 Ра)А? + (Ѕа+26115)А —– (2а+5) (6412), 
ІАЕ — В | = ЗА (4 с)А – (2с), 
比较 对 应 系数 ,得 а= —2,b= —1,c=1. 于 是 


4 о 一 < 2 1 —1 
А= Е — 2 | B= | —1 1 | 
一 1 —1 1 1 1 0 


且 [АДЕ—А|=|АЕ—В|=СА— 1). 
又 Ж(‹А—Е)=2, #(B—E)=2, 
从 而 得 4 与 中 的 者 尔 当 标 准 形 均 为 
1 0 0 


0 0 1 
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第 九 章 ” 欧 几 里 得 空间 


通过 欧 几 里 得 空间 ,可 以 引入 度量 的 概念 ,使 得 空间 际 线 性 运 
算 外 还 具有 内 积 运算 ,使 之 更 接近 于 几何 空间 . 


第 一 节 定义 与 基本 性 质 


主要 内 容 


1. 定义 1 设 V 是 实数 域 R 上 一 线性 空间 ,在 V 上 定义 了 一 
个 二 元 实 函 数 , 称 为 内 积 , 记 为 (a, 用 .内 积 具有 以 下 性 质 : 

(1) (а, 8) = (Bp,a); 

(2) (Ра ,.В) = (а, В); 

(3) (а +В, У) = (ау) +, У); 

(4) (a:a) 20, ЧАНАХ 7 а= 0 Bl , (а,а) =0. 

这 里 a py EV 中 任意 的 向 量 , 是 任意 实数 . ВЈ 25 
E V 称 为 欧 几 里 得 空间 (简称 欧 氏 空间 ). 

欧 氏 空间 的 基本 性 质 : 

(1) (ax ,8) 一 人 Pa) ; 

(2) Ca kh) = (Hp.a)=k(B,a)=k(a,p); 

(3) Ca BPH = (Bi-y,a)=(B,a)+ Сув) = (G,B) T (G, ү). 

2. 定义 2 非 负 实数 Vla,a) 称 为 向 最 a 的 长 度 , 记 为 |e|. 

|а | = (А1161. 


长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 . а 是 一 个 单位 向 量 . 


а | 
向 量 а,В URA (a, B 8 382838 costa, D = 
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柯 西 - 布 涅 柯 夫 斯 基 (Cauchy-Bynsxosckuii) 不 等 式 ;对 于 任 
意 的 向 量 a p, A 
|(a,P) Iial1p|, 
МАЛ ap 线性 相关 时 ,等 号 才 成 立 . 
3. 定义 3 非 零 向 量 a,p З (а, DREN 


(om 及 一 arecos Te ip 0<(а@,0)<т. 
定义 4 ЖЕ а, В НЧ 525, Ва, В) =0, Ша 25 p EE 
交 或 互相 垂直 U aj B. 
成 立 三 角 不 等 式 
| а +В <([а1--181. 
X a p ЕЗ, Rala +p = |а: +В. 
AE a ,Gl ,… ,a, 两 两 正 交 , 则 成 立 
а ta: +t Ба, | = la |? |а |+. а, |. 
4. ВУ Ел 维 欧 氏 空间 ,gi g. 是 V 的 一 组 基 , 对 Y 中 
任意 两 个 向 量 
а= хє rg 二 T Z,8, 
B= у.е, у, & Fee FYE,» 


有 


| (а,В) = У) Убав), 一 У) Slam uy, = X'AY. 
其 中 Qi — (£; ‚&;) ‚Х==(х, » To d La) у= Су, + Уз у "°° Ya). A= 
(а; ) an К g, y£ + ' "° + Bn 的 度量 和 矩阵 . 

不 同 基 的 度量 矩阵 是 合同 的 . 

对 非 零 向 量 a, 若 有 (a,a) 二 XAX>>0, 则 知 度量 矩阵 是 正定 的 . 


疑难 解析 


为 什么 要 引入 欧 氏 空间 ? 
答 ” 由 于 在 线性 空间 中 ,向 量 之 间 只 定义 了 线性 运算 ,不 能 反 
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映 几 何 空间 中 向 量 的 度量 性 质 , 如 长 度 、 夹 角 等 . 因此 ,在 线性 空间 
中 引入 内 积 的 概念 ,用 向 量 的 内 积 来 表示 向 量 的 长 度 与 夹 角 等 度 
量 性 质 , 对 于 利用 线性 空间 模型 来 处 理 实际 间 题 是 十 分 有 益 与 重 
要 的 . 引入 了 内 积 运 算 的 线性 空间 就 是 欧 氏 空间 . 

对 于 代数 学 中 的 欧 几 里 得 空间 ,读者 要 注意 与 泛 函 分 析 中 内 
积 空 间 、 希 尔 伯 特 空间 的 联系 与 区 别 ， 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


要 求 熟悉 欧 氏 空间 的 概念 ,了 解 内 积 及 其 性 质 , 能 据 此 讨论 关 
于 欧 氏 空间 与 内 积 的 一 些 问题 ， 

@ 1 设 A4==(a;) 是 一 个 n 阶 正定 矩阵 ,而 

а= (zis Trs Ln), B= Cy ,yrs Ya). 

ER НЕ ХНА (а, В) 5 (а, В) =аАВ. 

(1) 证 明 在 这 个 定义 之 下 ,R" 成 为 一 欧 氏 空间 . 

(2) 求 单 位 向 量 e, = (1,0, :.,0), ё, =(0,1,,0), sE, = 
(0,0,… ,1) 的 度量 矩阵 . 

(3) 具体 写 出 这 个 空间 中 的 柯 西 - 布 涅 可 夫 斯 基 不 等 式 ， 

Ж (1) 因为 在 R" 中 ,有 : 

(iD 因为 A 是 正定 的 ,所 以 А 是 实 对 称 的 ,4' 一 A(a, 有 二 aAPp 
~(aAp)’=pA'a' = ВАа = (Ba); 

Gi) (ёа, В) = ka)AP =k(aAp ) =Е(а, p); 

Gii CatB, У) = (ар) Ау =аАу +BAy = (а,ү) +В, ү); 

(іу) (оза) = aAa = У! У)аухих,, 而 A 是 正定 矩阵 ,所 以 


i=] j=1 


>; 2 Ja z x; > 0. WW HN w = 0 Е, (а,а) = 0. 


从 而 ,R" 为 一 欧 氏 空间 ， x 
(2) 设 所 求 度量 矩阵 为 B= (b, ),< W 
b; = (е, ,8,) =,АЕ; = dy. 
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所 以 ‚в=А. 
(3) (а,В) == У) Уау, 


iw] j=] 


(a:a) = aAa’ = У Salazar) 


i=] j=l 


(В.В) = ВАВ' = ао. 


t= 1 j=1 


所 以 ,在 К" 中 , 柯 西 - 布 涅 可 夫 斯 基 不 等 式 为 


=] j=] 


例 2 ЕК rh, 求 ga, 之 间 夹 角 (a, 甩 (内 积 按 通 常 定义 )， 设 
(1) a=(2,1,3,2),B=(1,2,—2,1); 

(2) a=(1,2,2,3),p= (3,1,5,1); 

(3) a=(1,1,1,2),B=(3,1,—1,0). 


Ж 利用 公式 (8) 王 arccos ҮТ 
(1) [а| = V18,|p|= V10, (a, P) =0,%k 


(a, B? = атссоѕ0= -. 


‘a ‚В) = arccos 18 = arccos V2 


6 /18 2 4: 
(3) |«|=/7,1В| == V11, (а, В) =3, 4 
(wa, >= атссоѕ — Š _=arccos -> 
/7 11 V77 
例 3 dl(a, 让 二 la 一 了 通常 称 为 a 与 p 的 距离 ,证 明 ， 
dla, y) <а(а,В) ас, Y) 
证 ”依据 三 角 不 等 式 
а yi = a- В) + (6—– у <1а- В +18— 71 
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即 . d(a,y)<d(a,Pb)+a(p,Y). 
例 4 ÆR 9,4 — ар (1,1, —1,1),(01,—1,—1, 
1), (2,1, D EX. 
解 ” 设 向 量 a= (x) snn У 1Е 5, A 
Ti 十 Xs 一 X3 Tzxz(=0, | 
| 2Z1 一 To 一 2X3 tr, =Ù, 
22 Hr: t x; 3х, 一 0. 
解 此 齐 次 线性 方程 组 得 


4 1 
Ti g Tas XL: 70, Xy C F Xs X, U Tis’ 


3 
得 解 向 量 a 二 (4,0,1, 一 3). 单 位 化 得 所 求 单 位 向 量 为 
1 
一 -——-(4,0,1,-—3). 
Е 26 
15 asasan 是 欧 氏 空间 Y 的 一 组 基 , 证 明 ，. 
(1) + yC V l (y,a,)=0 (:=1,2,-** ,n) , WJ y=0; 
(2) 若 yi y СУ, —– аЄУ 有 (7 а) = (у.а), Ш y, = 


证 (1) 设 y=k a К,а: + К,а, „ДН ДЭ! 知 


(Yy) = (7，> ka:)= Zkia) = 0, 
故 y=0. 
(2) 由 题 设 ,YaEV,(y ,oa) 一 (7 a), ДУЖ a= yi ү, В. 
H (yi — 7,0) = 0 知 
(7 一 ?2 y, У) 0 у — Y, =0=> ү, = *;. 
例 6 在 欧 氏 空间 Y 中 , 求 向 是 a= (1,1,::: DSR la) Tt 


(O 
g,= (O, 0, 1 ,0,..,0) (1 二 1,2,…,n) 的 夹 角 . 
RO KA 
__ (а,;) __ 1 __ 1 
созо === 


Pi allel mX Уул. 
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所 以 ф:=агссоз(1//п). 
例 7 证 明 :对 任意 实数 dy Gd, "° a, 有 


У! | а; |< vVnlai Баз + +a). 


i=l 


证 设 а= (a, ‚@2 stt yaa) o B= (2, sb , b.) ,假设 e, Be v. 


S a; 二 0 Wf, bi =1;а,30 BF,b = a,/l|a;l. H T V 是 欧 氏 空间 , àX 
有 
(в. <(а,а) (В.В), 
而 (а,В) = (а, | +(а, 1+ 4а, |, 
(aa) =а tait Һа, В, В =12 + 12 +: + 12 =n. 
Вр (》 [а |) Sna +а +. a), 
i=] 
所 以 > 1а |< Мпа а ++ ай). 


t=] 


例 8 证 明 : 在 一 个 欧 氏 空间 里 ,对 于 任意 向 量 ap, FIER 
成 立 : 
(1) jc 十 有 十 jw 一 外 一 21c| +2181; 


(2) (а,в) = 11а В1°— 10—81°, 


ШЕ (D 由 内 积 的 定义 可 得 
а+В1 + 1а В? 
=(a+ß atp) (а В) (a— В) 
= (к,а) +2(а, 8) + (В, В) T (а,а) – 2а, В) + (В, В) 
=2|14|* +2 18°. 


(2) р 1а+В1*—--1а—В1*=--[4‹а,®1= ap. 


例 9 设 a 是 欧 氏 空间 VV 的 一 个 非 零 问 量 ,aa aan E 
V ,满足 条 件 
(а&;,0)2>0,(а;,а;)<0 (,у=1,2,+=,т›1у5®]), 
ШЕНД:@,,@;,***°›®„ 线性 无 关 . 
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证 Аат Аа, |. а, = 0, ki sks tsk, Z0, kas 
kpt" ;Rn S0 (I&r<m) ,并 令 
B==k G; Ка, + Ба, = Ьа, — k Ars — R, G, 
WGB, P = (¿a + ka, + ka, — Еа Еда d Ё.) 


一 У) У) k;(— А, ) (а; .6;). 


im] j=rtl 
HABERA, GMO. 又 由 内 积 定 义 知 , (8, 有 过 0, 从 而 
18 (В,В) =0, BI p=0. 故 
ра, Ей tte tka, = 0, 

Ба, БА, 20,0 P eh „ == 0. 
于 是 0 = (А, а, tka: + T+ k G, a) 

=k (æsa) А, (а а) te tk, Са, G), 

0 =(k¿ An Frrr Te T R G, G) 

=k. (Ar A) А, Са, +250) + БЕ, (G, G). 
ВТА, (а; 0) 220 (1<і<ғ), А, (аа) <0 (r+1<;j=<m). 
综合 知 E (а.а) =0 (1<:<ғ), Е, (а; а) =0 (r+1<;<m), 
即 有 &; 二 0 G=1,2, m). Ж а ,02, G, 线性 无 关 . 


第 二 节 标准 正 交 基 Ар 


主要 内 容 


l. 定义 1 欧 氏 空间 V 中 一 组 非 零 的 向 量 , 如 果 它 们 两 两 正 
交 ,就 称 为 一 正 交 向 量 组 . | 

正 交 问 量 组 是 线性 无 关 的 . 

2. 定义 2 在 ” 维 欧 氏 空间 中 ,由 ?个 向 量 组 成 的 正 交 回 量 
组 称 为 正 交 基 , 由 单位 癌 量 组 成 的 正 交 基 称 为 标准 正 交 基 ， 
在 标准 正 交 基 下 ,向量 的 坐标 可 以 通过 内 积 表 示 为 

a= (g, ,G)8, + (g; , G)g; + °° + (g, ,а)е,. (D 
° 383 ° 


+ а= LE 1-2,8 TE 
P= у 8, Ty To у, 

则 Ca B) = х у +з, у + х,у, = X Y. @ 

定理 1 n ЁК IS Z] Н I£ — 1F 2 in] ЖЖ ВЕР ER HAE 
Ж Ж. 

定理 2 XPT n 3EKX K 25 BJ R By {ЕЖ—#Н ЖЕ E ,ss;,… ,›Б„,ЙЬ 
可 以 找到 一 组 标准 正 交 基 m тр, 57 отр, E 

Llei go Bi) SL momon) G=1,2, n), @ 

H Ei +> > *"" > É, 到 基 Ni oN" Na 的 过 渡 和 矩阵 是 上 三 角形 的 . 

3. 定义 3 ШЖАА=Е,Ш ” 阶 实数 矩阵 4 称 为 正 交 矩阵 . 

由 标准 正 交 基 到 标准 正 交 基 的 过 滤 和 矩阵 是 正 交 和 矩阵 ;反之 ,者 
第 一 组 基 是 标准 正 交 基 , 且 过 渡 和 矩阵 是 正 交 矩阵 , 则 第 二 组 基 也 一 
定 是 标准 正 交 基 . 

4. 定义 4 设 V 与 V 是 实数 域 R 上 的 两 个 欧 氏 空间 ,如 果 存 
在 由 V 到 V 的 一 个 双 射 c ,满足 

(1) olat.) =ola) tof), (2) olka)= Коба), 

(3) (оба) ,0(P))= Ca, B), 
AP a,BEV,kER, 则 映射 o 称 为 V 到 VV 的 同 构 映射 , 称 V 与 人 
同 构 . 

每 个 n 维 欧 氏 空间 都 与 R" 同 构 . 同 构 的 欧 氏 空间 有 相同 的 维 
Ж. 

同 构 的 欧 氏 空间 具有 反映 性 、 对称 性 与 传递 性 . 

定理 3 两 个 有 限 维 欧 氏 空间 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 
维 数 相同 . 


疑难 解析 


1. 试 简 述 施 密 特 (Schimidt) 正 交 化 方法 . 
Z ias, G, 是 欧 氏 空间 V 的 一 组 线性 无 关 的 问 量 . 
(1) Ж В, =a , Д] В, 是 а. 的 线性 组 合 ‚Н В. 5-0. 
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(G ‚В. ) 


(2) НХ В. = а, 一 (В, Вор „Д В. 是 а, G 的 线性 组 合 , 因 @\, 
а, REER, ТИ В. 2-0. 又 由 
— _ (а; ;pi ) 
(f ‚В,) (а, ‚В. ) (Б ‚В, P ‚В. 0, 
Ж В, ‚В, EX. | 
(3) 当 所 ,PB ,…,B-! 作 出 后 , 取 
(а, ‚В, ) _ (а, ,Bi 1) 
а овор В.В)" 
则 B: 是 G, Go, 0, 的 线性 组 合 . 由 
В, В = asp) беру р) = (i=1,2,.,k— 1) 


Ж ,PB ，… ,PB 两 两 正 交 . 

(4) 若 令 Y= 二 B./1B (11,2, en) Ду уг," ЖУ 
的 一 个 标准 正 交 基 ， 

2. 怎样 用 初等 变换 法 求 标 准 正 交 基 ? 

答 ” 除 了 施 密 特 正 交 化 方法 外 ,还 可 以 用 初等 变换 法 求 n ЯЕ 
欧 氏 空间 Y 的 标准 正 交 基 . 

(1) 任 取 V 的 一 组 基 @1 ,Qs,…,0,, 求 出 这 组 基 的 度量 和 矩阵 
4,4 是 一 个 正 交 和 矩阵. 

(2) 用 初等 变换 求 得 可 道 阵 C, {Ë CAC= E. 

(3) 以 C 为 过 渡 和 矩阵, 则 由 基 a ,Qs，… ,Qa 得 到 一 组 新 基 ， 
SN SS: 

(B.B. B.) Са, а," ,а,)С. ` 

В. ‚В: s "° ‚В. 的 度量 矩阵 等 于 C'AC'=E, 所 以 В, ‚В 5." ‚В, 是 V 的 
一 组 标准 正 交 基 . 


方法 技巧 与 典型 例题 分 析 


掌握 并 熟练 求 标 准 正 交 基 的 方法 是 本 节 的 首要 要 求 . 
例 1 求 齐 次 线性 方程 组 
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Zi rt, tr, =O, 
| Ly 一 =Ü 
解 空 间 的 标准 正 交 基 ЖК Ej #15 [в] Р ЖОЕ 2 H) a Ж. 
解 因为 方程 组 的 基础 解 系 是 
xi 一 (人 1, 0, 1,0)， Gm,=(1,—1,0,—1), 
所 以 , 施 密 特 正 交 化 得 


В, =а, = (1,0,1,0), В.=5-01,—2,—1,—2). 


单位 化 得 п=-1,0,1,0),,=—=(1,—2,—1,—2). 
Yi y: 是 解 空间 的 标准 正 交 基 . 

H a 与 解 空间 中 每 个 向 量 都 正 交 <=>a 与 解 空间 中 每 个 基 向 
量 都 正 交 . 故 设 gw 一 (zzi,zayz)， 由 (aai) 一 (aaz) 王 0 得 方 
程 组 

x + x; 一 0， 
0 
求 得 基础 解 系 (1,1, 一 1,0),(0,1,0, 一 1). 因此 ,与 解 空 间 中 每 个 
回 量 都 正 交 的 癌 量 是 
k (1,1,—1,0)+5,(0,1,0,—1), А.А, C R. 
例 2 15 glog. g, 是 三 维 欧 氏 空间 的 一 组 标准 正 交 基 , ПЕНА. 


m= (28 +26, 一 si)， a=- (28: в. +283), 


O; =--(є — ŻE» — 26; ) 
也 是 一 组 标准 正 交 基 . 
证 因为 


(a os) 一 二 (28 十 2g, — Ез , 2E: — &5 +2в,)=-у(4—2—2)=0, 


(@, os) 一 二 (28 +2: е, 26, — 26) = (2—4+2)=0, 
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(а, 10) = (28 —в+ + 28, м 28, — 263) = 2. (022—4) =0, 


(а. 0) = (а 02) = (аз аз) = 1, 
所 以 ,ai а, аз 也 是 一 组 标准 正 交 基 . 

例 3 j к,›,в;›вз›&в,,&; 是 五 维 欧 氏 空间 Y 的 一 组 标准 正 交 
8,1, =1 (а ,as ,ci ) ,其 中 wx =, +E; ,а, =£ — E: +g, , G; = 21 
+e: te: 3K V, 的 一 组 标准 正 交 基 . 

Ж 显然 ,Qi ,0 ,as 线性 无 关 , 所 以 它 是 V, 的 一 组 基 . 用 施 
蜜 特 正 交 化 方法 : 


A В. = а = е, Е, 


а р = тава та, 
Саһ) азр) 
Ёа: ep,p SVJAWKTN V 

再 单位 化 ,得 


В. =, TE Е; 一 85， 


1 1 
ú Zo” ú V10 


n: =- (а "е, ез Es), 
则 Th + T + Th 即 为 Vi 的 一 组 标 谁 正 交 基 . 
例 4 求 齐 次 线性 方程 组 
ү Har; 23 十 XX 一 3Xs =0, 


xr, lx, 一 工 3 十 xs == () 


(g, — 2e: t28, Es), 


的 解 空间 (作为 R 的 子 空 间 ) 的 一 组 标准 正 交 基 . 
解 al озне BERE BA 2, 有 三 个 


自由 未 知 量 , Ж z; ,x z; ТЕҢ 由 未 知 量 , 可 求 得 基础 解 系 : 
а, ==(0,1,1,0,0), a@:=(—1,1,0,1,0), 0 一 (4 一 0 0 0，] ) 
是 解 空间 的 一 组 基 . 
对 ол ,G2 ,03，, 先 正 交 化 ,再 单位 化 ,得 
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— — (а „В, ) _— 1 
P=a, B = a — (B. (ЭЖИ ЗШЕ L 2,1,—1,2,0), 


— Се» ‚В,) Саз ‚В, ) __ 
В Q3 — TW SIE (В, ЖШШЕ 工 (7， 6,6,13,5). 


1 
М. т=-5(0,1,1,0,0), 和 二 一 一 (一 2,1, 一 1 ,2,0)， 


/ 10 
1 
一 一 一 (7, 一 6,6,13,5). 
bP rs 


momom 好 为 齐 次 线性 方程 组 解 空间 的 一 组 标准 正 交 基 . 
例 5 在 R[z], 中 定义 内 积 为 (f,g) = | fogade R 


Riz] 的 一 组 标准 正 交 基 ( 由 基 1,z,z ,x ”出 发 作 正 交 化 ). 
解 ” 由 所 定义 内 积 , 得 


(х,1)=0, (1,1)=2(а*,1)= 0,0), 


(x° x) =Q, (x? ,0)=0, (2, =. 


对 基 1 ,TT ‚2° 正 交 化 ‚4 


— 2. — 
В == тр) ER, 


1 
3 
3 2 _ 1 
А -+ UD а) p U - 3) (2-4) 
[z 3 3 ) 


T 
_ 3 
再 单位 化 ,得 一 组 标准 正 交 基 
„=, mh, Ma 
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N = Vt (5, —3x). 


@ 6 设 V 蚌 一 n KREN, a0 是 V 中 一 固定 问 量 ,证 
Н): 

(У, i =(x|(x,z@)=0,xC€C VE V 的 一 个 子 空间 ; 

(DV, 的 维 数 等 于 n 一 1. 

证 (1) 因为 (0,a) 王 0, 所 以 0EVi,Vi 非 空 . 

Va a, СУ, ,#8 (а, ,а) =0, (а 0) 二 0, 所 以 

(а. а 0) 一 (ay G@)-+(0@.,@)=0, (km GCC) 一 RCI G) 一 0， 
从 而 xi 十 az ka, € V, , Pr, V, 为 一 个 子 空 间 . 

(2) 因为 g 尖 0, 故 可 扩充 成 Y 的 一 组 正 交 基 :al 50, '-,а,, 
Jia, a, RWAF VOR V 至 少 为 n 一 1 维 , 又 由 a=0, Я 
(а,а) >20, а&У,, ВУ, У, ТД V £N n — 1 维 空间 . 

例 7 (1) 证 明 : 欧 氏 空间 中 不 同 基 的 度量 空间 是 合同 的 ; 

(2) 利用 上 述 结 果 证 明 , 任 一 欧 氏 空间 都 存在 标准 正 交 基 . 

证 W A=(a;), B= (6; ) 分 别 是 欧 氏 空间 Y 的 两 组 基 ci， 
G," G, В, , 记 В. HERRER, HR 

СВ, Best BL) = Сал заа )С, C=C;). 
(1) RA B= crai ternar tHe cnt: (11,2, ,n) ,所 以 


b; = (B. . B.) = (ÈZ cua, суа.) = > Dy cacs (G, , G.) 
= (сууса з эс) A(Gcu Cu бэс). 

即 B=C'AC ,不 同 基 的 度量 矩阵 是 合同 的 . 

(2) Æ V 中 任 取 一 组 基 ai ,az,…,c， 设 其 度量 矩阵 A= 
(ai ) ,其 中 а; = (G, Q). 因为 A 是 正定 的 ,而 正定 矩阵 与 单位 和 矩 
阵 合 同 , 故 存在 可 道 和 矩阵 С, C AC= E. 令 

(В,  f,)= a ,G2  Gm,)C, 
则 由 题 (1) 可 知 ,基肥 ,应 ,及 的 度量 矩阵 为 忆 , 即 知 B В. с, 
В. 是 所 求 的 标准 正 交 基 . 
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例 8 设 @Qi ,GQ G, 是 п 维 欧 氏 空间 V ri — šB [n] Ë! , IÑ] 
(G. , G) ) (a , 02 ) ... (а, '@ы) 


A= (@2 G) (@m 0) … (G ,G;,,) 


(Ans) (а,б) … (а, Om) 

证 明 ,; 当 且 仅 当 |4| 550 时 oa， an 线性 无 关 . 

证 amo. Q, 线性 无 关 时 ,可 扩充 为 'VY 的 一 组 基 ci， 
02 "Gm Amta t An 则 由 于 基 的 度量 矩阵 是 正定 的 ,所 以 其 mr 
ИТЕ ЕК 1А |220, ВА |50. 

|Д | 560 时 , 必 有 о, 0, ,a 线性 无 关 . 因 否 则 ,其 中 必 有 
一 向 量 可 由 其 余 向 量 线性 表示 . 若 设 a, 可 由 其 余 向 量 线性 表示 ， 
则 相应 她 14| 中 第 1 列 可 由 其 余 列 线性 表示 , 依 行 列 式 性 质 知 ， 
14| 二 0, 与 假设 予 盾 , 故 必 ol ,as а, 线性 无 关 . 

例 9 在 三 维 欧 氏 空 间 中 ,内 积 按 普 通 数 积 定 义 , 设 a= (1, 
0,0),eGe.=(1,1,0),a,=(1,1,1),K : 

(1) 以 waz ,os 为 基 的 度量 和 矩阵; 

(2) 用 两 种 方法 求 V 的 标准 正 交 基 . 

解 C) 因为 (@i а.) = (a, a.)= (m ,аз) =1, (а.а) = 1, 
(а ,9) = 003)=2, 0,0)=1, (аза) =2, (аз ,аз) = 3. 所 


以 sO; + G; > G 的 度量 矩阵 为 


l 1 1 
| 2 1 
23 

(2) 用 初等 变换 法 . 
因为 存在 可 道 阵 

1 一 1 0 1 0 O 

一 1 -i 使 cc- 1 | 
о 0 1 0 0 1 


所 以 ‚В (е; ‚2 Ез) == (G, Tie ,03 )C. 于 是 ,得 
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Є == 01 == (1,0,0), 
ja 
єз 一 03 @;=^(0,0,1). 
£) +€; ,5: 是 标准 正 交 基 ( 吻 知 е, g; ›Ез 是 单位 向 量 ). 
用 施 密 特 正 交 化 方法 . 
令 є|==@у=(1,0,0), 
(еза) 


Е — @› 
(е; TA ) 


Є == (1,1,0) — (1,0,0) = (0,1,0), 
_ (g; sE) Сез sE) 


(є; ‚&\) 1 CE: ‚&›) 
=(0,0,1). 


因为 E1 €> 1 E3 是 单位 同 量 , 所 以 是 标准 正 交 基 . 


Е} = A; =, == (1,1,1) (1,0,0) — (0,1,0) 


BZT 1367280 РА) 


主要 内 容 


1. 定义 1 B x 是 欧 氏 空间 V 的 线性 变换 ,如 果 它 保持 向 量 
的 内 积 不 变 , 即 对 于 任意 的 a,BEV, 都 有 (Ya) ,C8))= (а, В, 
ШЕК x 是正 交 变 换 . 

2. 定理 1 БН л КЕК А] У 的 一 个 线性 变换 , 则 下 面 
四 个 命题 相互 等 价 : 

(1) x 是 正 交 变换 ; 

(2) x 保持 向 量 的 长 度 不 变 , 即 对 于 aE€EV，,|1xla)| 二 |a|; 

(3) 若 g1,82，… ›&„ 是 标准 正 交 基 , 则 Се). Ke) sto MEn) 
也 是 标准 正 交 基 ; 

(4) 到 在 任 一 组 标准 正 交 基 下 的 抢 阵 是 正 交 矩阵. 

3. 定义 2 设 Vi,V; 是 欧 色 空间 V 的 两 个 子 空间 . 者 对 于 任 
意 的 gcEV,pEV:, 恒 有 (a, 有 一 0, 则 称 vi,V: AEZH. EA V 
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1 V: .一 个 向 量 ,如 果 对 于 任意 的 BEV EA Cap) =0, ШЖ а 
与 子 空间 V, 正 交 , 记 为 a Vi. 

定理 2 如 果子 空间 Vi, Vz’ V, 两 两 正 交 , 则 和 Vi 十 
V: 十 … 十 V, EHM. 

4. 定义 3 子 空间 У, 称 为 子 空 间 V, 的 一 个 正 交 补 , 如 果 V, 
1V: H У, +У, =V. 

定理 3 nn 维 欧 氏 空间 V 的 每 一 个 子 空间 V, 都 有 唯一 的 正 
交 补 . 

V, 的 正 交 补 记 为 V+, 且 有 维 (V;) 士 维 (VT1 ) =n. 

推论 V+ ARRAS V 正 交 的 向 量 组 成 . 

V 中 任 一 向 量 c 都 可 唯一 地 分 解 为 a 二 a 十 a; ;其 中 @ EVi， 
а. C Vi , 称 a, 为 向 量 a 在 子 空间 V, 上 的 内 射影 ， 


疑难 解析 


1. 怎样 理解 正 交 变换 ? 

Б 正 交 变换 是 保持 向 量 内 积 不 变 ( 即 (%(a), 4) = 
(а, В) ЕЛЬ. 正 交 变换 在 V 的 任 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 
БЕХ Е, н FEER ЈО, ТЕ ЗЕЛЕ ПТ р. 

正 交 变 换 是 一 个 欧 氏 空间 到 它 自身 的 同 构 映 射 ,所 以 正 交 变 
换 的 乘积 与 正 交 变换 的 逆 变 换 还 是 正 交 变换 ,并 且 正 交 和 抢 阵 的 来 
# Ej IF 26 ЕНЕ BE tB E E 22 Ж Е. 

ФА 是正 交 和 矩阵 , 则 由 A'4==E 知 |4|== 士 1. 行 列 式 等 于 1 的 
正 交 变换 称 为 旋转 或 第 一 类 的 ;行列 式 等 于 一 1 的 正 交 变换 称 为 
第 二 类 的 . 

2. 分解 式 a=a ta: 的 意义 是 什么 ? 

答 EV 是 nn 维 欧 氏 空间 V É — 4 f Z ËB]. Д V =V, + 
V1 ;对 任 一 gaEV, 可 以 唯一 地 写 a=a Ta, Ж a, € V, , a; € 
ү, 

式 中 a, 称 为 向 量 a 在 子 空间 Vi .上 内 ( 正 ) 射 影 . а; 是 与 VV， 
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正 交 的 问 量 (也 称 为 外 射影 ). 这 种 分 解 是 唯一 的 . 

当 V, 是 欧 氏 空间 V 的 一 个 有 限 维 子 空间 时 ,a 在 V, 上 的 内 
射影 w ,对 V, 中 任意 向 量 ai, 有 |a 一 ai | 二 la 一 1. 因此 ,将 向 
Ж а 在 子 空间 V, 上 的 内 射影 称 为 Vi 到 a BJ E B F. 


万 法 技巧 与 典型 例题 分 析 


正 交 变 换 是 一 个 重要 的 概念 ,读者 必须 熟悉 正 交 变换 及 其 等 
价 命 题 ,能 够 由 正 交 变换 出 发 讨论 有 关 命 题 . 

例 1 证 明 : 两 个 正 交 变换 的 乘积 仍 是 正 交 变换 ,一 个 正 交 变 
换 的 逆 变 换 还 是 正 交 变换 ， 

证 RA L EELER, a,n 为 标准 正 交 基 ,w， 
A 在 这 组 基 上 的 表示 和 矩阵 分 别 是 A A M s sé, 在 这 组 基 上 的 
表示 和 矩阵 是 A14;. 因为 4 A 是正 交 和 抢 阵 ,所 以 其 滋 积 44: 也 是 
正 交 和 矩阵 ,从 而 4, 是 正 交 变换 ， 

因为 ЖЕЖ а.а, a, 上 的 和 矩阵 为 4 ,由 于 正 交 矩阵 
А 的 逆 仍 是 正 交 和 矩阵 , 故 S 还 是 正 交 变换 . 

证 二 因为 %,% E V 中 两 个 正 交 变 换 , 故 sñ sé, 也 是 V 的 
线性 变换 .于 是 Va,pEV, 有 

(CA ALa (90 90) В) =A Соба), CS, B) ) 
=(,(m) ,YP)= (а,р), 

得 知 4 s, 保持 向 量 的 内 积 不 变 , 故 4 <, ДЕЕ ЗР. 

例 2 证 明 : 上 三 角 的 正 交 和 矩阵 必 为 对 角 和 矩阵 , 且 对 角 线 上 的 
元 素 为 十 1 或 一 1. 

证 设 和 A 是 一 个 上 三 角 和 矩阵 ,由 为 正 交 矩阵, 则 A= A. H 
上 三 角 和 矩阵 的 转 置 是 下 三 角 和 矩阵 ,而 上 三 角 甜 阵 的 道 仍 是 上 三 角 
矩阵 , 故 A' 必 为 对 角 和 矩阵 ,从 而 А 为 对 角 和 矩阵 . 设 
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则 由 АА =Е,{Ңа?=1 (一 1,2, ,70). 从 而 ,ww 一 士 1, 即 4 的 对 
角 线 上 元 素 是 1 或 一 1. 

йз (1) А 9—1 п MEERE, Н 1А 150. WH: A п 
分 解 成 4 二 QT, 其 中 8 是 正 交 矩阵 ,T 是 上 三 角形 和 矩阵. 


O Ô ... Ü 
H t, >0 (一 1 2，…2) 证 明 这 个 分 解 是 唯一 的 . 

(2) 设 4 是 ”和 阶 正定 矩阵 ,证 明 存 在 一 上 三 角 和 矩阵 T, 使 
A=TT. 

证 因为 |4| 关 0, 故 A 是 实 满 秩 方 阵 . 令 A=(@i ,G2 ，… ,0,)， 
则 列 问 量 O | GO ， n 线性 无 关 ,所 以 是 二 维 欧 氏 空 间 К” 的 一 组 
基 . 对 其 实行 正 交 标准 化 ,并 设 

В. Siht, 
В = 1150. T to G, 


В. = to) +F ton? += + t,,G, ? 
式 中 ti>0 (22=1,2, "°° ,71) , 即 有 


(В, ‚В, |... „В. = (о. 0,0 а,)т', D 
式 中 В. ‚В y °° ‚В, 是 К” 的 一 组 标准 正 交 基 , 而 


T= 
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是 对 角 线 上 全 是 正 实数 的 上 三 角 和 矩阵 ,所 以 T 也 是 这 样 的 矩阵 . 
HF А,Ь, ,PB 是 标准 正 交 基 , 所 以 以 它 为 列 的 矩阵 Q = 
СВ, ,B, ，… ,Pp,) 是 一 正 交 矩阵 ,于 是 
HAOR О=АТ ! 得 A=QT. 
青 证 唯一 性 . 设 义 有 A 二 QT , 则 
QT=0T—>07 0Q=T.T '. 
因为 Q Q 是 正 交 和 矩阵 , 故 QQ 也 是 正 交 矩阵 ,从 而 T. T 也 是 
ЕЖЕ. XT ,T 是 上 三 角 息 阵 , 故 TTY 也 是 上 三 角 和 矩阵 . H fl 
2 知 了 ,三 是 对 角 线 上 元 素 全 为 正 的 上 三 角 和 矩阵 ,所 以 也 T = 
E. 从 而 T, =T,Q, 二 Q, 即 分 解 是 唯一 的 . 
(2) Ж А 是 正定 矩阵 , 则 存在 可 逆 阵 C, 使 A4 二 CEC=CC. 由 
题 (1) 知 C 一 QT, 从 而 | 
А= (ОТ) ОТ = ТТ. 
4 R n EKRE E P (У 5], Е X 
Жа) =a— 2n wn. 
证 明 ;(1)x 是 正 交 变换 ,这 样 的 正 交 变换 称 为 镜面 反射 ; 
(2) A 是 第 二 类 的 ， 
(3) 若 n 维 欧 氏 空间 中 , 正 交 变 换 x 以 1 作为 一 个 特征 值 ， 
且 属 于 特征 值 1 的 特征 子 空间 的 维 数 为 n 一 1, 则 wx 为 镜面 及 射 . 
证 (1) HE a, PEV 及 上 ,LER, 有 
Aka + IB) = ka + B=2 (а, katip р Еа) Ія), 
故 x 是 一 线性 变换 . 又 
(Ya) ,AB = (а 2 (m a)n 8 一 201 В) 2) 
=(a,B) —2(m f) (qa) — 2(m Ga) Сп, В) 
+4(noa)(n;B)(m n) 
二 (ga,P) AKAA ml), 
所 以 Е ЗЕЯ. 
(2) 因为 n 是 单位 向 量 , 帮 可 扩 为 一 组 标准 正 交 基 п, е... 
Ea， 有 
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ИС) = 17—287, ) = n. 
Áe: ) =, — 2E: Е, (一 2，3，… 1). 
所 以 ASEE neste 上 的 表示 和 矩阵 为 
— 1] 


于 是 |14| = 一 1, 得 知 %% 是 第 二 类 的 ， 
(3) 因为 到 的 特征 值 有 2 个 ,已 知 2 一 1 个 为 1, 则 另 一 个 也 
为 实数 , 设 为 1o. 则 
А 


ACE, s82 3t g, )= (&,&;,°°*,&„) ， , 


1 
于 是 (Ke), (е)) =А (е ›& у) = (ае) => = El. 
因为 子 空间 V, Ж n— 1 维 的 ,所 以 加 三 一 1 于 是 , (е) = 
ее) =, (i 二 2,3,…,n), 因为 4 是 实 对 称 和 矩阵, 则 VV 中 属 
于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必 正 交 , 故 有 (8g ,sg;) 一 0 (i 一 2,3,…， 
п). 
S n=s /|e l MH т ES g.,gs Е, 正 交 的 单位 向 量 , 有 
(HE) =0 G=2,3,- n), Жр) = — 3. 
下 面 验证 , Уаєу, #9 Жа) =а—2 (а) n. 
因为 a 二 kg 十 k2gz 十 … 十 k,E，， 
Ma) =, (ар) ks (е) TT k, AEn) 
= — kint kze: T А.Е, 
=k nt в; Hee +k e, kn 
=a—¿2(a,n)n ， 
所 以 ,% 是 镜面 反射 . 
15 证 明 : 反 对 称 实数 矩阵 的 特征 值 是 等 或 纯 虚 数 . 
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证 设 4 是 一 个 反对 称 实数 矩阵 , ЖА 的 一 个 特征 值 ,& 是 
对 应 的 特征 向 量 , 则 有 АС) =. Р 
АЕ = Е (—А)&=—ЕА'Е=—(АЁ)'Е=—(АЕ)'Ё, 
即 有 证 E 一 一 1 EE ,得 出 1) 一 一 人 ， 
设 А=а+ір, Н А= —А 18 а ір — lanib), H а=0, А 8 
为 零 或 为 纯 虚 数 . 
例 6 KEZEK Т, ТАТЕ УЧИНЕ, ЖФА У 


2 一 2 0 2 2 一 2 
(1) | 一“ 1 —2]; (2) 2 5 —4|; 
0 —2 0 —2 一 4 5 
00 4 1 —] 一 3 3 一 3 
0 0 1 4 —3 一 上 —3 3 
(3) ; (4) ; 
4 1 0 0 3 一 3 —1 —3 
1 4 O 0 — 3 3 一 3 一 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
(5) 
1 1 1 1 
1 1 1 1 


E ЖЕНЕВЕ THIRE: H |AE—Al|=0 K ih Fira, 
Ал ЖКА ЛУ АО RETE ТАТ ҖЕ, Bj š {у 4k, ВБ th iF 28 Е T. 
(1) H aE—A|=Q—1) (4 一 4) (A 十 2) ,得 特征 值 1,4,2, 求 
得 相应 特征 问 量 为 
a, =(—2,—1,2), @:=(2,—2,1), @,=(1›,2›,2). 
因为 А ЗК, а. a, ,as 线性 无 关 且 正 交 . 
将 a, ,az ,as 单位 化 ,得 标准 正 交 基 为 


1 1 1 
ъ=-уб—2,—1,2), ъ=-у(2,—2,1), т = (1,2,4). 


TFE Pr 3k IF 26 3 У 
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—2 2 1 1 
r=} -1 —2 2|, TAT=| 4 
2 1 2 一 2 
(2) ІАЕ А | = (А-1) (А10), 1819118 10,1,1, 求 得 相 
应 特征 向 量 为 
oil 一 (一 ] ,一 2,1)， wz 一 (一 2,1,0)， a,=(2,0,1). 
单位 化 后 得 正 交 和 矩阵 
—1⁄3 一 2/V5 2/(3V5) 
T=|—2/3 1/5 4/6345) |, TAT= 1 
2/3 0 5/35) l 
(3) ВАЕ А |= (4—5) (4+5) (4—3) (4 十 3) ,得 特征 值 5， 
一 5,3, 一 3, 求 得 相应 特征 向 量 为 
а, = (1,1,1,1), а, = (1,1,—1,—1), 
аз =(—1,1,—1,1), а, =(1, 1,1,1). 
Ёё. {у ЕЕ 48 IE 32 E РЕ 


10 


1 1 一 1 1 5 
1 1 1 一 1 一 5 
_ 1 , ТАТ = 
2|1 —1 —1 —1 3 
і 一 1 1 1 一 3 


(4) H|AE—A|= Q —8) 0 十 4) ,得 特征 值 8, 一 4, 一 4, 一 4， 
求 得 相应 特征 占 量 为 
Ci =(—1,1,—1,1), аг == (1,1,0,0), 
| a, =(l1,0,—1,0), a, = (1,0,0,1). 
AAE Jn IHE 2 E EF 


—1/2 1⁄/2 一 1MN6 1/0243) 
1/2 1⁄⁄2 1/4464 —1/G2 /3) 
一 1/2 0 2046 1/(2V3) 
1 ⁄2 0 0 3/ (2 /3) 


T= 
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ТАТ= 
— 4 


一 4 
(5) АЕА | = Q 4), 8 32 4F48 4,0,0,0, k 48 485 
征 问 量 为 
«\=(1,1,1,1), 0 一 (一 1,1,0,0)， 
03 一 (一 1,0,1.0)， а, =(—1,0,0,1). 


单位 化 后 得 正 交 和 矩阵 - 
1/2 一 LNM2 —1/46 —3/6 4 

1/2 2//2 一 LV6 ~V3/6 , TAT= 0 
1⁄2 0 V2/3 —/3/6 0 
1/2 0 0 NEYE 0 


例 7 用 正 交 线性 变换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 . 

(1) 224222 355 -- 4а, —4z;Za; 

(2) 21—222 — 202 — Ax, ty 十 4717 TBT T; 

(3) 2х, х, T 22324; 

(4) zí + z; + zí + zt — 2xz x; + 6xz z; 4х — 4xz;x; + 
бл» L4 — 220304. 

解 ” 先 写 出 二 次 型 的 矩阵 4A, 后面 的 步骤 同上 例 ;在 求 得 正 交 
矩阵 后 ,由 XX 二 TY 得 二 次 型 的 标准 形 f =Y TATY. 


1 —2 0 
0 —2 3 


|АЕ—А|=(лА—2)(А-+1)(А—5), 
А 的 特征 值 为 2,5, 一 1, 相 应 的 特征 问 量 为 
a, =(2,—1,—2), @=(1,—2,2), a,=(2,2,1). 
单位 化 得 | 
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2 1 2 
求 得 正 交 和 矩阵 ЕЕ 一 2 1 


3 
一 2 2 1 
则 f—=Y(TAT)Y=2y: + 5у%— у. 
1 一 2 2 
(2) 4 一 | 一 2 一 2 ， |дЕ--А|=Сл+7)04—2)°, 


2 4 一 ?2 
А 的 特征 值 为 一 7,2,2, 相 应 的 特征 向 量 为 
0 一 (1 2 一 2)， m= (—2,1,0), @;=(2›,0,‚1). 
单位 化 后 得 正 交 和 矩阵 
一 2/V5 2/(3V5) 1/3 
T=| 1//5 4/4345) 2/3 |， 
0 5/(3V5) —2/3 


则 | f=Y (TADY =2у{ +2 у; — Т7 у>. 
1 0 0 
(3) A= 099 ， jAE—A|=(Q 1 Q +12, 
0 0 0 1 
0 0 1 O 
A 的 特征 值 为 1,1, 一 1 ,一 1 ,相应 的 特征 问 量 为 


а = (1,1,0,0), a: == (0,0,1,1), 
аз = (1, — 1,0,0), а. = (0,0,1, 1). 


单位 化 得 
1 =} 
1: 5 а, Th T а:, 
_ 1 = 1 
ъс», ШАА 
RIFE E RE 
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10 1 0 
_1|1 0 —1 0 
Aloi о al 
0 1 0 一 ! 
则 =Y (TATY = у! +y; y yi. 


1—1 3 —2 
1 1 —2 3 
(4) A= 5 9 | | 
—2 3 — 1 
АЕ — А | = (А-1) (4—7) (+1) (А+3), 
A 的 特征 值 为 1,7, 一 1, 一 3, 相 应 特征 问 量 为 
а|=(1,1,1,1), а,=(—1,1,—1,1), 
03 =(—1,—1,1,1), а,=С,—1,—1,1). 


R {у Ж н Š E E EE 


1 1 1 1 
则 f=Y (TATY =y +H1y— y — 3y. 
例 8 ЩА Ел ЗЕБ Е ,ШЕВН:А 正定 的 充分 必要 条 件 
是 4 的 特征 多 项 式 的 根 全 大 于 零 . 
Ш ” 设 存 在 正 交 方 阵 工 ,使 
f=X AX=Y (TAT)Y=AYy FA; у Hee ФА, у. @ 
充分 性 EA 20 (i 二 1,2,…,n), 则 对 任意 
X=TY=0,=>Y=0, 
故 А У 十 A2 уг 十 多 十 和 yn 过 0 ,从 而 А 正定 . 
必要 性 ” 当 有 A 正定 时 , 设 有 ,二 0, 则 取 Y 了 = (0,0, ---,0,1)', 
Ж х=ТҮ-=0О. Ë АЖОЯ8 Ау Ау + БА,у2<0, 5А IEE 2 
H , 故 必 所 有 А; 20. 
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例 9 ЖА Ел ИСЕ, ПЕВ: FEELER T, 4E T'AT 
为 三 角 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 特征 多 项 式 的 根 全 是 实 的 ， 
证 为 方便 起 见 , 可 确定 三 角 和 矩阵 是 上 三 角 矩 阵 . 
充分 性 iX A 的 所 有 特征 根 都 是 实 的 , 则 存在 可 道 矩 阵 了 ,使 
Р ''AP=J, 
À) 


1 
‚ l A | 
-| . | J: = . . (i=1,2,*** 5). 
J, . А 


1 2, 
因为 4; 都 是 实数 ,所 以 了 是 上 三 角 实 和 抢 阵 . 而 由 例 3 Ж.Ж P u] 
分 解 为 一 个 正 交 和 矩阵 了 5 — 4 F = fü EE S 的 乘积 , 即 P= TS. + 
是 
P 1AP=(TS) ACTS) =J=>T'!AT=SJS ``, 
其 中 SJS ' F = E. 
必要 性 ” 设 有 正 交 和 矩阵 人 ,使 


i s. °° Din 
Т 'АТ= о] 


b,, 

НТА 5 T AT 相似 ,所 以 它们 有 相同 的 特征 根 .而 12E 一 T7144T| 
= (А bn) (А Б, ) (АБ, ) ,所 以 和 的 特征 多 项 式 的 根 都 是 实 的 . 

例 10 证 明 : 如 果 ww 是 n 维 欧 氏 空间 的 一 个 正 交 变 换 , 则 s/ 
的 不 变 子 空间 的 正 交 补 也 是 % 的 不 变 子 空间 . 

证 设 V 是 到 的 不 变 子 空间 ,V+ 是 VV WEZ? W s 
是 Vi 的 一 个 线性 变换 ,而 且 是 单 射 变换 . 又 Vi 是 有 限 维 的 ,所 以 
УУЖ У, 的 满 射 变换 . 从 而 ,对 任意 x€ V. ,有 y€ V, ,使 (у) = 
x. 这 样 , 任 取 aEV+t+, 有 (a,y) 二 0. 于 是 

(д) х) = Са), Ж(у)) = (а, у) =0, 
即 000) 5 У, 中 任意 向 量 正 交 , 故 s(a)€ V+ , BJ V+ 对 以 也 不 
变 . 
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例 11 WR: НЕ ВСУ, 是 向 量 a 在 子 空 间 V, 上 的 内 射影 
的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 上 ETV， 
а В| <|а— gl. 
Ш ”必要 性 对 任意 上 EEV ,有 ae 一 上 一 (ax 一 有 十 (8 一 <E) ,其 
中 a 一 EE€Vi,p 一 EEVi ,所 以 
(а В.В — 2) =0, 
а ë|? = (а 2,0—2) = (а ВВ ,а ВВ 2) 
= (а —В,а— В) В 2,В— Ë) 
= |а— В| +18— 12. 
X IB- Zom jal Ela- В| => |а| Zla- В|. 
充分 性 ВА Жату, 上 的 内 射影 ,由 必要 性 证 明知 
а В, «1а ВІ. 
Хн ЕЯ, |а В <іа– В. |, 
а В| = |а – В. |= (а – В.а – В) = (а —– В, aB). 
令 а= В. +y, 于 是 
(а p a — В) = В, Ву, В. Ву) = (В, – В, В, — BD) T+ (y, y) 
= (В. В.В. В) (а В, ,а В, ), 
MA T СВ, — 8, В, — В) =0=>p = В. В Ва ЖЕ V, 上 的 内 射影 . 
0] 12 ik Vi, V: 是 欧 氏 空间 V 的 两 个 子 空间 ,证 明 : 
(ViVa + =V} NV}, VINV)t=Vi+Vi.. 
证 (1) аєЄ (У, +tV:)+, W a 5 у, +V: 中 向 量 正 交 , 即 @ 
5 V, , V; 中 向 量 正 交 . 从 而 
aEVi, aEVi, аєу Пу. 
х, аєу! Пу, асу ,аЄУуі, Ева 5 У, ,У, 中 向 
量 正 交 , 从 而 与 Vi 十 V, 中 任意 向 量 正 交 , 即 有 
аЄ (У, +У,) ут NViCV t+V,)+. 
故 得 (Vi +V) + =V NV+. 
(2) УЉУ, С (У), X VaC (У), %4 qa=a +B,a Є 
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V ip € VT+ 时 ,有 
(а, В.) = (о, В.) + (В, В.) (В, ,p.)=0=>p =0. 
В а=а, СҮ, ‚(Уә CV, , АСУ) =V,. 于 是 
(У У) =(V (05) =V, ПУ, , 
故 У) = (и, У, ) =V ФУТ = (у, ПУ). 
13 设 人 凡是 欧 氏 空间 V 的 一 个 子 空间 ,VT 是 Y 的 正 交 子 空 
间 . 证 明 : 车 Vi 是 有 限 维 的 , 则 Vi ДЕУ, КЕЗ, В УУ, ФУТ. 
证 ФУ, 是 零 空 间 , 则 结论 显然 成 立 . 
EV EE m (т20) Ф 2 A, MX Vi 的 一 组 标准 正 交 基 е, 
&2,°`°,б„һ» УВЄУ,%® 
у= СВ, е.) ғ. СВ, ғ) 1 T (ф,в„)&„,› 
W 8 一 7 十 (8 一 7),7YEV， 且 有 
(В Ye) = Be) — Ye) = (В, е;) — (В.е; ) = 0. 
故 知 一 7 与 每 个 g; (i 二 1,2,…,m) 正 交 , 即 与 V, 的 每 个 向 量 正 
交 , 从 而 86 一 YEV+. 于 是 V=V 十 V+. 
又 设 ga=Vi 站 V+, 则 aEVi,aE€V1t ,从 而 (a,a) 二 0, 故 a=0， 
因此 VI ПУ: =0. FË V=V OV]. 
例 14 证 明 : 正 交 和 挎 阵 的 实 特征 根 为 士 1. 
证 设 4 为 正 交 和 矩阵, 14 是 4 的 实 特征 根 ,w 是 对 应 的 特征 向 
量 , 则 Аала ,x 天 0. 于 是 对 Аала RiR, HAR Aa ,得 
d'A’ = =a A Aa = ha Ma 一 12 ae 一 ac. 
Н уа'а>0, #0 2 =1, 9 А= 1. 
Фі 15 证 明 : 奇 数 维 欧 氏 空间 中 的 旋转 一 定 以 1 作为 它 的 一 
个 特征 值 . 
证 设 了 是 奇数 维 欧 氏 空间 ,7 是 Y 的 旋转 变换 ,A 是 了 的 一 
个 标准 基 下 的 矩阵 ,是 一 正 交 和 矩阵 , 故 14| 王 1. 从 而 
|Е—А|=|—(А-—Е)|=(—1)"|А—Е|=—|А—Е|. Ф 
X.A 是 正 交 的 , 故 
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IE—A|=|A'A—A|= (A —Е)А| 
=|A —Е||А|=|А—Е|. Ө 
由 式 @@.@ 知 ,|E 一 4| 二 0, 所 以 1 是 A) = |AE—Al Н Gr N S uE. 

例 16 证 明 : 第 二 类 正 交 变 换 一 定 以 一 1 作为 它 的 一 个 特征 
值 . 

证 设 4 是 ” 维 欧 氏 空间 V 上 第 二 类 正 交 变换 所 对 应 的 挎 
E,W A EEX, HIAS]. 

S РОА) =|ЛЕ—А|,ШЯ 

fC—1)=|(—1)E—A|=|A|| —A'—E| 
=—|(—E—A) |=(—1)"*!]|Е-+А|. 
所 以 |E 十 A4|= 二 0, 即 一 1 是 А 的 一 个 特征 值 . 

例 17 设 x 是 欧 氏 空间 V 的 一 个 变换 . 证明. 如果 x 保持 内 
MRF, Т а, BEV, (0а), AP) = (а, В), NÈ E ERE 
的 ,因而 s 是正 交 变换 ， 

证 因为 Ya,PEV 

(а +В) — а) — Я) , а В) — Aa)— AP) 
= (Жа В), а+В)) 20а +В) , 9а)? 
20а +В), Я) + Coa, за) + 2( ea, AB) + CSB, В) 
=(a+ß, atp) — 2(а-+В,а) – 2 (а В.В) (а, а) 
+2 (а, В) +, р) =0, 
所 以 s a+ p) = Жа) + бф). 

У (Жа) Ёа) ,A ko) — Е m) ) 

一 (wk ,A ke)) — 2C A ka) , k sda) + (ksa, зба) 
—k:(a,a)—2k (а,а) tk (а,а) =0, 
所 以 Kka)=ksa. FER 8 HEXER. 

例 18 ilama, a, AA Bi poot ,PB JE n 维 欧 氏 空 间 中 两 
个 向 量 组 .证 明 存 在 一 正 交 变换 57, E Са.) = В, G==1,2,- m) 
的 充分 必要 条 件 是 

(а, ,9,) = (В,,В,) (,})=1,2,+,т). 
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证 必要 性 ҢЕЛ 4, W (а) = В, (1=1,2,---, 

т), 
(В, B) = (SG; , La) = Са: ,а;) (一 1，2，…7)， 

充分 性 18 (аа) = (В, В.) (21,3 = 1,2,6, т), © V, = 
(ол, Gn) V, =L (B.B. В.) B У= У, ФУ = V,@ 
Vi. ЕҢ У, A У, 的 映射 好， 

A (ba, Аа, tt kon )=k tkp Hee ЕВ, 
则 s E V, A V, 的 一 个 同 构 映射 ,从 而 VV 5 У, 的 维 数 相同 . 

X V, 空间 与 其 正 交 补 的 和 是 直 和 ,所 以 Vi 与 Vz 的 维 数 也 
相同 ,从 而 同 构 . 设 以 是 V1 与 V3 间 的 一 同 构 映射 ,并 设 Y= 
Ty y ЄЎ, LVT y A V PaA. S 

Жу) = sñ Сү) HAY). 
可 以 验证 À E V 的 一 个 线性 变换 , 旦 保持 向 量 内 积 不 变 , 所 以 S 
是 正 交 变 换 . 特别 是 ,ai 一 w; 十 0, 故 
Ka) =4 (G) +£ (0)=f, (:=—=1,2,++,т). 

例 19 C) W g,5 是 欧 氏 空间 中 两 个 不 同 的 单位 向 量 , 证 明 
存在 一 镜面 反射 ,使 0а) = В; 

(2) 证 明 :” 维 欧 氏 空间 中 任 一 正 交 变 换 都 可 以 表 成 一 系列 
镜面 反射 的 乘积 . 

证 CO) 由 题 设 ,a,P ЕЛАНА, ВТ (а.а) = <, В) 


=1, 且 a 一 BZ0. 故 9 一 人 二 [也 是 单位 向 量 ， 
令 s(x)=x—2(n.x)m JH x 是 一 镜面 反射 ,有 
Жа) =а— 20а) ң=а— 2 (7227 а) TaS] 


д9 Ьа) (а — В) 
а В| 
—mpm— 2| (ga,a)—( ° ) | S 
C E N A 
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= _1— (а,В) _ а\ — 
a 1 (a, p) 9 В) В, 


则 Жа) = В. 

(2) 设 x 是 欧 氏 空间 V 的 正 交 变换 ,gl,gz ，……g, 是 V 的 一 组 
标准 正 交 基 , 则 m =e), m = Ke) = Ae) EE V 的 一 
组 标准 正 交 基 . 

当 q. =£, (一 1,2,…, 7) 时 , 双 是 恒 等 变 换 ， 

作 镜 面 反 射 Sé (x)= x—2(g.  x)a ME A (6) = e, 
A (g,)=g; GJ=2,3,: n). 于 是 ,有 S= 4. 

ШЖ Ei ,82 g, 与 Momo 不 全 相同 ,不 妨 设 s =m. 
则 由 于 ат 是 两 个 不 同 的 单位 向 量 . 由 题 (1) 知 存在 镜面 反射 
AE эЛ (е) = р. $ 50 (е) =; ()=2,3,6,п). 

ШЖ ë, = n (72,3, 1) M] s= эй ,结论 成 立 . 否则 ,可 设 


6 = 1р ,再 作 镜 面 反 射 0, : Á (x) =x—2(m n n= 2 TE _ 于 


|£, — nb! 

JE |, Z, (Ё) = Th , 且 可 验算 ,有 AÁ n) =M 成 立 . 

如 此 继续 , 设 

Ay эф 
Ei E2 3E, — > 有，E2， £, — thi 7р > 85 > °° En 
— ; h > °° ә T, (sn), 

故 得 A= A, SA. 其 中 A: 都 是 镜面 反射 . 

例 20 设 wx 为 正 交 变换 ,证 明 存 在 标准 正 交 基 使 < НАЕК 
阵 为 
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其 中 а, = +1 (= ],2, r), A; (J=1,2, ss 28 — Br IF 2ë Ë 
阵 , 且 没 有 实 特征 根 . 
证 任 取 一 -组 标准 正 交 基 £) Ез > °° ° + E, ; 设 % 在 此 基 下 的 矩阵 为 


4, 由 任 一 正 交 阵 必 正 交 相 似 于 如 下 形式 矩阵 , 即 存在 正 交 阵 7, 使 
1 


Т 'AT= —1 
cos —sin@, 


sinfı cos, 


cosÜ, — sino, 


sinĝ, cos, 
从 而 存在 正 交 阵 T, 使 B=T AT, FÆ, T HE ДА E 
正 交 基 g1 g, En, 得 妨 一 标准 正 交 基 61 ,6,,… ,6,， 
(Ó 0: ,0,)= (e182, 8, T, 
而 % 在 0,0 ó, 上 的 表示 矩阵 即 В. 命题 得 证 . 
例 21 已 知 二 次 型 f(z, z; z|,)= (1—a)xi + (1 —a) 22 + 
2122 +201--а) хх, 的 秩 为 2. 
(1) K a 的 值 ; 
(2) REXER ХОУ, fti ,zz ,zs) 化 为 标准 形 ， 
(3) 求 方程 fC ,zy ,z,)=0 АЈ. 
解 D 由 于 二 次 型 f 的 秩 为 2, 故 矩阵 
[l—a 1+а 0 
А = D 1—а 0 


0 0 2 


的 秩 为 2, 从 而 有 
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l—a 1-+а 
= —4a=0,=>a== 0. 


1+а 1—а 
(2) 4 a=0 时 ， 
A—1 —1 0 
ІАЕ —А | = | —1 A—1 0 |=AQ —22, 


故 1 一 1 一 2 一 0. 
А ЖТА, =2 的 特征 癌 量 为 
з =(1,1,0)', =(0,0,1). 
A ЖТА, =0 的 特征 向 量 为 
m 一 (一 1,1,0) 
显然 1]: ° 1] ° N: 两 两 正 交 . 
将 mmn 单位 化 得 
] 


601,10), е,==(0,0,1)', e =—(—1,1,0) . 


/2 /2 
Ж Q= (е, ,es ,es), 则 0 为 正 交 矩阵 
1//2 0 —1//2 
— 1⁄2 0 1/2 
0 1 0 
F Х=0Ү,1$ 


ESEE s£) =À yi РА у? +Аз ys =2у +255. 

0122 BV E n 维 欧 氏 空间 ,Y 是 V 的 非 零 向 量 .定义 沿 7 
方向 的 镜面 反射 如 下 : 
5,(@)=а—2 Ry, 
(1) 验证 S, ЖУ 上 的 正 交 变换 ，; 
(2) Ж W,=(BCV|(p,y)=0) ,证 明 ;Sy|w 二 1w; 
(3) 设 W; 二 L(Y) ,证 明 :Sy|w, 一 一 1w ; 
(4) ЪЕВЯ: И, = У, АП S, 是 V 的 第 二 类 正 交 变换 ; 
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(5) S:=1,. 
uË (1)(S,Ç(a),S,(aGm)) 


— __ (a,Y) (a Y) 
(a š y S “ ТУ) 


__ (m,y) ; (G, y) 
— 9 —2х , 9 
(@,@) —2 X 2 (y, (m,y)-+-2 Сууу)? С ү) 


= (а,б). 
显然 S, 是 V 上 的 线性 函数 W S, E. V 上 的 正 交 变换 . 
(2) Жає W, , WJ 8 (а, у) =0, М 


— 2(a,7) = 
S, (G) & Су, ү) у= а, 
Вр 5,1» 一 lw А 


3) 5,0у) =у— А0 уу у= —v. 


又 由 于 М, = Су), И $,| к, =~ 1w,. 

(4) 由 定义 即 可 得 到 W =. 又 因为 V 二 Wi 内 W;. 取 Wi 
的 一 组 基 ay y@z G11) 则 iyG2  @m,- | | y A: V 的 一 组 基 , 而 
S, 在 这 组 基 下 的 和 失 阵 为 


1 
— ] 


АТА | = —1,# S, 是 第 二 类 正 交 变换 . 
(5) 由 于 A= E, Sy 一 1v. 


第 四 节 ЗК RE MI YR NE JE 


主要 内 容 


1. 引 理 1 设 4 是 实 对 称 和 矩阵 , 则 A 的 特征 值 丝 为 实数 . 
对 于 实 对 称 和 矩阵 4, 在 ” 维 欧 氏 空间 К” 上 定义 线性 变换 y 
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AML Lst La) ==А(хлү,лу,'эл„) ， (D 
则 %% 在 标准 正 交 基 g 一 (1,0,…,0) ,gs 一 (0,，1,，…,0) ，…，B, 一 
(0,0,…,1)' 下 的 矩阵 就 是 A. 
2. 引 理 2 БА ЗЈН РЕ, 是 上 面 定 义 的 线性 变换 , 则 
IHES a BER”, A 
(0) ,В) = (а, AP) 或 者 P (Аа) =о АҢ. © 
定义 1 欧 氏 空间 中 满足 式 忆 的 线性 变换 称 为 对 称 变换 . 
3. 引 理 3 j x 是 对 称 变换 ,Vi 是 w- 子 空间 , 则 Vi 也 是 w- 
+ Z= [8]. 
4. 引 理 4 БА КУЈЕ Е, Д R° 中 属于 4 的 不 同 特 征 值 
的 特征 向 量 必 正 交 . 
定理 1 对 于 任意 一 个 nn 级 实 对 称 矩 阵 4, 都 存在 一 个 n 阶 正 
ЖРТ, ТАТ=Т 4T 成 对 角形 . 


定理 2 任意 一 个 实 二 次 型 >) EER а; = ajs s 都 可 以 


经 过 正 交 的 线性 替换 变 成 平方 和 

Ауу! ФА у + БА, у , 
其 中 平方 项 的 系数 ,Xs，,… ,Xs 就 是 矩阵 A 的 特征 多 项 式 的 全 部 
的 根 . 


疑难 解析 


试 叙 述 求实 对 称 矩 阵 4 的 正 交 和 矩阵 的 步 又 ? 

Ж (10 求 出 4 的 全 部 不 同 的 特征 什 A... ,4,. 

(2) 对 每 个 4, 解 齐 次 线性 方程 组 (AE 一 4)x 一 0, 求 出 一 个 
基础 解 系 , 即 4 的 特征 子 空 间 V, 的 一 组 基 , 再 由 此 求 出 V, 的 一 
组 标准 正 交 基 NaN Na. | 

(3) 因 为 A1，A2 ，… À, 两 两 不 同 , 故 回 量 组 Mis Mz s Mir » 
"qa na Ü па 是 两 两 正 交 的 ,它们 的 个 数 等 于 空间 的 维 数 ,是 
R" 的 一 组 标准 正 交 基 , 也 都 是 4 的 特征 向 量 , 则 
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Т= Сл} SMi e" s Na, ) 
是 А BJ IE 36 E F. 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


ЙІ ik A,B EKITE IE R, WEH: AEE ER T, f 
T 'AT==B 的 充分 必要 条 件 是 4,B 的 特征 多 项 式 的 根 全 部 相同 . 

证 ”充分 性 ” 设 实 对 称 和 矩阵 4 与 B 有 完全 相同 的 特征 根 ， 
Аз Üs À, ШЕЛЕККЕ ХУ, IE 

Ау д; 
x'ax=| “ | ‚ үзлвү=| “ 
А, 

S Т= ХҮ, ТЕЖЕ, H T АТВ. 

必要 性 ФТ ''AT=B,J А,В 的 特征 多 项 式 相 同 , 所 以 它们 
有 相同 的 特征 根 ， 

例 2 ЖА Ёл ИЮ ЕЕ, Н А’ = А, ПЕВ. Ф 1Е Ж 
阵 了 ,使 得 


Т `АТ= 


0 
证 ШАА 的 任 一 特征 值 ,a 关 0 是 属于 X 的 特征 向 量 , 则 
Ав= Аа, Н. 
да = Аа == Аа = А(Аа) = А (Аа) = a. 
TJ: ,А А> R A=0, ИД A 的 特征 值 是 1 或 0. 故 存在 
ЕЕЕ Т, 
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Т 'АТ= 


0 
例 3 欧 氏 空间 Y 中 的 线性 变换 x 称 为 反对 称 的 ,如 果 对 任 
Ra BEV, Ka) В) = —– (а, KCP). 证明: 
D % 为 反对 称 的 充分 必要 条 件 是 ,% 在 一 组 标准 正 交 基 下 
的 矩阵 是 反对 称 的 . 
(2) WÈ V, 是 反对 称 变换 的 不 变 子 空间 , 则 V+ 也 是 . 
证 (1) 必要 性 设 2 是 反对 称 变换 , 81 >Ë; > * "° + É, 是 V 的 一 
组 标准 正 交 基 ,在 此 基 下 AEREN A= (a;; ) ; 则 有 
Ále) =але 二 ase 二 Tae (1=1,2,,n). 
于 是 (Ae) 5) 一 ai (Ei AMA;)) = ау. @) 
因为 x 反对 称 , 故 得 a 二 一 aj;; (i,j 二 1,2,…,n), 即 和 A 是 反 
М ЖОШ ЕЕ. 
ЛЕ W A= (а) E КЖЕ, В а 一 一 ar G, j=1,2, 
… n). 由 式 山 得 
(Ae) е) = — Се, (е; )). @ 
设 a= axe T arze: +: + ELEn B= уе + уе Hte + yE W 
由 式 @ 得 (wa) ‚р) =— a A B x 为 一 反对 称 变换 ， 
(2) 设 是 反对 称 变换 x 的 不 变 子 空 间 ,@ 为 Vi 的 正 交 补 
Vi 中 的 任 一 向 量 ,8 为 Vi 中 的 任 一 向 量 , 则 (p) € V,, B ЖЯ 
(xc) ,及 一 一 (CC8) ) 一 0， | 
Вр wo) 与 V, 中 任 一 向 量 正 交 , 故 Жа) СУТ. МТУ 对 x 也 
不 变 . | 
4 ША ЕЖЕ, Н А? = Е, ЕН. ЕЕЕ Т, 
使 得 
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E O 

r'ar=| 。 в | 

Ш 因为 4 是 实 对 称 和 矩阵 , 故 存 在 正 交 方 阵 Ti ,使 
А, 


Аз 
Ti AT, = . , 


其 中 4; EA 的 特征 根 . 
因为 А?=Е, KATAT YST CART =E. 又 
д 


д? 
(ТАТ, )° = и 


д? 
ВІЦ А2 =1,А,= +1 (i 二 1,2,…,n). 设 1 的 重 数 为 r, 则 一 1 Ж 
为 n 一 +, 适 当 交 换行 列 ,可 得 正 交 和 矩阵 T, 使 得 
Т 'АТ= P ° | 
O E,-, 
例 5 设 ftit, z,)= XAX 是 一 实 二 次 型 ,AM2，…， 
А, 是 4 的 特征 多 项 式 的 根 , 且 А, <А < <А, o ЕВ: Е ХЄ 
R” ,有 
А\Х'Х<Х'АХ<СА„Х'Х. 
证 因为 4 是 实 对 称 的 ,所 以 存在 正 交 和 矩阵 T, 使 得 
А, 
TAT=| ” . 
А, 
Дн А, <, <<: <А, 得 ,T '!AT— А Е=Т (А-А ЕТ 的 特征 根 
F 0,А Ат» ,A 一 A1, 且 都 是 非 负 实 数 , 故 A 一 AE 是 半 正 定 的 . 
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因此 ,对 任意 实 n АХ, 
X(A—AE)X2>0, BP А, Х'Х<Х'АХ. OD 
同 理 , 由 于 如 E 一 T 1!AT=T!(WE 一 A)T 的 特征 根 为 
Àn TÀI An TAn O REEM KR, A AE 一 和 也 是 半 正 定 的 ， 
从 而 对 任意 实 п ER Х 都 有 
X Q.E—A)X20, И ХАХФА,Х'Х. Ө, 
综合 式 @ 与 式 四 得 А,Х'А<Х'АХ<А„Х'Х. 
例 6 设 二 次 型 fristes D EEA A,A EA 的 特征 
多 项 式 的 根 , 证 明 : 存 在 R° 中 的 非 零 向 量 (zxi ,7z,,… ,x,) ,使 得 
Г /СОху,х» әх) SAC zi. + x). 
证 因为 4 是 实 对 称 阵 ,4 是 实数 , 故 存在 实 非 零 向 量 a = 
(Zi, Z. ) ,使 Aa 二 a. 在 等 式 两 端 左 乘 @ ,得 
а Аа =a ÀG, 
即 fa zx En) =АО +25 t e tart). 
例 7 设 4,B 是 两 个 *Xjzn 实 对 称 矩 阵 , 且 召 是 正定 矩阵 ,证 
明 :存在 一 个 nXn ЗЕТ, ТАТ 与 TBT 同时 为 对 角形 . 
证 已 知 B 是 正定 矩阵 , 故 必 存 在 可 逆 阵 C, 使 CBC=E. 而 
САС 仍 为 对 称 阵 ,所 以 必 存 在 正 交 阵 D ,使 得 
А\ 
D'(CAC)D= 


À, 
Z т=ср,я T Ўй, 
ТАТ=(Ср)'А(Ср), Т'ВТ= р'С'ВСр = р'Ер = E. 
所 以 TAT УТ ВТ 同时 为 对 角形 ， 
例 8 证 明 : 在 7 阶 实 对 称 和 矩阵 中 ,正定 矩阵 只 能 与 正定 矩阵 
相似 . | 
证 设 n 阶 实 对 称 矩 阵 和 4 与 B 相似 . 当 А 为 正定 矩阵 时 ,4 
的 特征 根 全 为 正 实数 . 由 于 相似 方 阵 有 相同 的 特征 根 ,从 而 B 的 
特征 根 也 全 是 正 实数 ,所 以 B 也 是 正定 和 矩阵. 
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例 9 证 明 : 每 个 实 可 道 矩 阵 A 必 可 表 为 一 个 正定 矩阵 与 一 
个 正 交 和 矩阵 的 乘积 , 即 А = В, Т, =T,B,. 这 里 В,,В, 是 正定 矩阵 ， 
Т,,Т; 是 正 交 矩阵 . 

证 ”因为 4 是 可 道 的 ,所 以 АА 是 正定 的 ,由 例 8 知 ,存在 正 
ЕЖЕ В, ,使 АА =B}. 

5 B ''A=T,, АВг\=Т,, 

则 А=В,Т,, А=Т,В,, 

Т, Т, = (Вг: А) (Вг'А)' = Вг. АА'Вг! = Вг! ВВГ! = Е. 
所 以 五 ЈЕ. 

类 似 可 证 T, 也 是 正 交 和 矩阵 . 


主要 内 容 


l. 定义 1 长 度 |a 一 有 由 称 为 回 量 gc 和 和 的 距离 , 记 为 аа, р). 
距离 有 三 条 基本 性 质 : 
(1) 4+@,0=4‹($.ава); 
(2) da 有) 之 0, 当 且 仅 当 a= B БЯ; 
(3) da, 有) 委 dCa,y) 十 dy 有 (三 角 不 等 式 ). 
2. 最 小 二 乘法 问题 :线性 方程 组 
anti Баз t гарк, b =0, 


азу х Газ» Хә t tar, —b, =0, 
anı анх Fee Бах, ~b, = 0 
可 能 无 解 , 即 任何 一 组 数 Ly 90725 5 y X, 都 可 能 使 
> (аала агл 十 全 + q ZT, by D 
i=] 


不 等 于 零 . 使 式 中 取得 最 小 的 r? ,xz ,X99 ; 称 为 方程 组 的 最 小 二 
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ЖЕЗ. 这 种 问题 称 为 最 小 二 乘法 问题 ， 

3. 定义 2 RV 是 复数 域 上 的 线性 空间 ,在 V 上 定义 了 一 个 
ZERRA RAAR, wA Ca, p). 

内 积 具 有 以 下 性 质 : 

(1) (а, В) = ф,а) ,这 里 (8,a) 是 (8,a) 的 共 斩 复数 ; 

(2) (¿m ,PB)=k(a,B); 

(3) Cat В.У) = (@,y) T (B, y); 

(4) (а,а) Е З, Н (а,а) =0 当 且 仅 当 a= 0. 
XE apy 是 V 中 任意 的 疝 量 ,k 为 任意 复数 . 这 样 的 线性 空间 称 
JASH. 

西 空间 有 一 套 与 欧 氏 空间 平行 的 理论 . 

HAERA, АЖЕ AASA =E, NEA 为 酉 矩阵 ,其 行列 
式 的 绝对 值 等 于 1. 

酉 空间 V 的 线性 变换 sZ, П R. a, AM) = Са, p) ,就 称 A 
为 V 的 一 个 丁 变 换 . V8 ЛЕ bh ТЕЙЛЕЕ 26 3£ РАЈЕ EE E ИНЖ ВЕ. 

PJ H ER ME IE ЖЕ ЖЕП АЙЕ ВЕ ИЕ. 

ШЕЖЕ 4 满足 4' =А,Ш А 称 为 埃 尔 米 特 (Hermite) 和 矩阵 . 
在 西 空间 C HS 

ACL Last Z.) SALT Z Ln), 

则 Са), В) = (а, AB), AE X ERA H. 

J IR K 5 kE RE B) Ry iF E 29 ЗЕ Ж. C Н) J8 TA [7] E AE E Н) БЕЛЕ 
同 量 必 正 交 . 

若 А 是 埃 尔 米 特 和 矩阵 , 则 有 西 和 矩阵 С, С АС=С АС 是 对 
角形 矩阵 . 二 次 齐 次 函数 

f (mi xy t Z.) = У! У ai = X'AX 


称 为 埃 尔 米 特 二 次 型 . bA AER C, 4 X=- CY 时 ， 
f 1 Ests La) =d уу +4, уу і Td yy 
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疑难 解析 


1. 西 空间 与 欧 氏 空间 有 何 联系 与 区 别 ? 

答 ” 西 空间 又 称 U 空间 ,其 英文 名 称 为 :unitary space. 它 是 
欧 氏 空间 在 复数 域 上 的 自然 类 比 , 它 的 许多 概念 和 命题 与 欧 氏 空 
间 相 应 的 概念 与 命题 完全 平行 . 

但 是 ,因为 西 空间 是 定义 在 复数 域 上 的 ,所 以 其 内 积 是 复数 ， 
故 不 能 定义 两 向 量 间 的 夹 角 . 

2. 怎样 理解 最 小 二 乘法 ? 


®* jJ X= (zi zi zr, Ë 2 (aa m Hart: Te Бах, 
i=] 


— b) 为 最 小 ,就 是 在 L(g i m, ,a;) 中 找 一 个 向 量 Y, 使 得 B = 
(b, sbb) 到 它 的 距离 比 到 L (о, 0, ,a,) 中 其 它 向 量 的 距 
离 都 短 . 故 设 Ү=АХ= ха 2,0, T tra, 是 所 求 回 量 , 则 由 
A'(B—AX)=0  ААХ=АВ 可 求 得 解 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 求 下 列 方程 的 最 小 二 乘 解 ， 
0. 392—1. 89у=1, 
0. 615—1. 80у==1, 
0. 932—1. 68у=1, 
1. 352—1. 50у=1. 
用 “到 子 空间 距离 最 短 的 线 是 垂 线 ”的 语言 表达 上 面 方程 组 的 最 小 
二 乘 解 的 几何 意义 ,由 此 列 出 方程 并 求解 . 


解 令 
0.39 —1.89 1 
0. 61 —1. 80 Tı 1 
А= = (Wi z), х=( E B= 3 
0. 93 — 1, 68 To 1 
1.35 —1.50 ] 
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.397 —1.89y 
0.61 —1.60у 
Ү= а, ха у= 
0. 93x —1. 68у 
1.35z — 1. 50у 
则 “到 子 空间 距离 最 短 的 线 是 垂 线 ”应 理解 为 |Y 一 BI” 值 为 最 小 ， 
因而 最 小 二 飞 解 的 几何 意义 是 在 LCai sa) PRAHY Y. 
由 A'AX=A' B ,得 方程 组 
3.2116z 一 5.4225y =3, 28， 
一 5.4225z 十 11.8845y 一 一 6. 87, 
解 得 x=0.197, у= — 0. 488. 
例 2 证 明 ; 西 空间 中 两 组 标准 正 交 基 的 过 渡 和 矩阵 是 西 和 矩阵 . 
证 {EEE 与 61,6,,…,6, 是 西 空间 的 两 组 标准 正 
交 基 . ITB] BJ pH ВЕ А = (а, ), 即 
Ô; = aE, азе + +a,;g,. 
(6,,6,) = (ағ, Баз, Hee На, ё, а; аз, + +a,jg,) 
ад адад 7” 
0, 1595]. 
НИЗА А = Е. 所 以 A ERER. 
例 3 证 明 : 本 矩阵 的 特征 根 的 模 为 1. 
证 HER 4 对 应 的 变换 是 西 变换 w, 设 4 是 其 特征 值 ,a 是 
Ж РА 的 特征 回 量 , 则 由 (а) =ла 得 
(а,а) = (Жа), а)) = Qa Aa) =A Cana), 
АА =1, 8А НУЖ 1. 
若 ,yx 为 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,和 X,Y 是 分 别 属于 4 Ж 的 
特征 向 量 , 则 由 AX=AX.AY= Y ,得 
XY=X AA = (АХ) (AY) =AyX'Y, 
即 Qa 1)X Y=0. 
但 是 
Ga~ DA= Au A= |A l y aS puul, 
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Wm X Y=(X,Y)=-0,ËBlI A 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 癌 量 正 交 . 
例 4 设 A 是 一 个 n 阶 可 逆 复 矩阵 ,证 明 A 可 以 分 解 成 4 三 
UT, 其 中 U 是 西 矩 阵 ,T 是 一 个 上 三 角形 矩阵 


其 中 对 角 线 上 元 素 ta (i 二 1,2,…,n) 都 是 正 实数 . 并 证 明 这 个 分 
解 是 唯一 的 . 

证 Ж А= (о.о, а, п ИЯ Е , УБ а.о, 
56а, 线性 无 关 ,所 以 组 成 西 空间 С" 的 一 组 基 . 将 w ,G2，… G, JE 
交 标 准 化 ,得 标准 正 交 基 PB ,PB ,… B. A 

В. = Tna, 


В. = T1201 + r>; G; , 


В, = х\„@ | F Tzn? 十 十 Tm， 


(В. ‚В: í, "° Ba) 一 (O Go °° ‚@„)Х, 
үү Tiz Tı 
其 中 х= 0 И T? 
0 0 x 


令 U=(B B. B.) M U 显然 是 本 矩阵 ,了 T=X :是 上 三 角 
矩阵 , 且 对 角 线 上 元 素 是 正 实数 . 由 了 一 4X ,得 4 一 UX '=UT. 
再 证 分 解 的 唯一 性 . 设 又 有 4=UiT ,Ui ИНЖЕ, Т, AX 
线 上 元 素 都 是 正 实数 的 上 三 角形 矩阵 , 则 由 U, T, =UT 得 
U-1U,=TT; . o 
因为 UU WAER, TT A E = fi EBE, RROA wite 
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置 共 恩 , 则 由 上 三 角 和 拖 阵 化 为 下 三 角 和 抢 阵 知 , ADA ХН 3⁄E 
阵 , 左 端 为 酉 矩阵 ;如 例 3 知 ,Um'U, 对 角 线 上 元 素 模 为 1,TT， 的 
对 角 元 紊 为 正 实数 , 故 对 角 元 京都 为 1, 即 U U ТРКУ В 
E. TË 
0-0, =T '=E=>U=U,, TST.. 

例 5 WEH IRIR K FF E PE RO IME АЕ, F B E AFR 
同 特征 值 的 特征 向 量 相 互 正 交 . 

证 ЖЖЖЖ ВЕ А 确定 的 对 称 变换 为 4,1 ЖА 的 一 个 
特征 值 , 则 Ye 天 8, 有 (а) = ла, 

Alaa) = (да,а) = Aa,a)= (а, а) = (а.да) =А(а,а). 
{Н Ж (а, а) 220, АА, ВА 是 实数 . 

议 4,4 ЖА ШУРА A [Г] ШЙ a, B EIRT A р 的 特征 
向 量 , (а) = ла, (В) = p , WI 

(а, В) = Оа B) = (sa ,В) = (а, УВ) = (а, В) = (а, В). 
但 дзр = un (а. В) =0, 8 а 5 В EX. | 

{6 设 允 是 本 空间 的 线性 变换 ,证 明 :% 是 下 变换 的 充 要 条 
件 是 | 

(Ka), а) = (а,а), VaecV. 
证 ”必要 性 是 显然 的 . 
充分 性 ”由 (0) ,0))== (а,а) 9 
(Жа В) ‚а рВ) ) = (а+В,а- В), Ча, PEV, 
即 (а), (а) (а), ЯВ) +С), о) + (AP), 
ЯВ) ) = (а,а) + (а, В) tB adt (В.р), 


亦 即 (а), И) СУВ), а)) = (а, В) + Ba). Ф 
将 a йй іа, 18 

Са), AP СВ), Aa) =1(а,В) — 1, о), 
Bp (а), В) — CAP) Aa) = (а, P Ba). 2 
H KQ .多 得 


CKa), AA) =a. p), Va,pC V, 
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故 x 是 西 变 换 ， 

例 7 设 W 是 西 空间 V 的 有 限 维 子 空间 ,把 pe V 映射 为 其 
ЕУ РЕН а 的 变换 6.V->W,P F>a, 称 为 V 到 W ЕНЕ 

(变换 ). 

| (1) WH: e E V ЖЛЕ e? = E), i 1„б=\у, 
кеге= У, Н V=Ww@ W! ; 

(2) I 一 6 是 V Я У BENETK RG, BAW, У. 

证 (1) 1,E6CW 是 显然 的 . ХУаєу, $ ё(а) =ас Ж 
[а-а ll < [ау 7—0 y€ W RZ) FA ЕЯ, Т, 
| =W, | 

因为 YPEV(EP) 二 aEW), 有 8:( 有 二 6l(a)= 二 a 二 E(B) ,所 以 

"=ó, BJ 《6 R pe ЗЕЙ. 
X VacC W, azZ0 Е, é(a)=a 0, кеге = (0). 而 
dimV=n=dim keré+ dimI, é= dim(keré+ іо), 
故 у= кеа = УИ. 
而 YBPEV, 有 pp 二 a 十 (8B 一 @) ,其 中 
a=—=é(p)EW=1,6,8—aE у. 

因为 6(g—a)= еВ) —é(G)=a—ma=0,PBr l Bat keré, W 
Wt =kerê, 

(2) 由 题 (1) 知 ,YB8EV, 有 下 和 分 解 ， 

B=a+(B—a)=ó&(g) T (I~ Əp=(I— (I— ә) В+ (I— Ó) B. 

故 I I- 0) = ,ke([—ë)=W,B(I—&)=I—2ëé+ Et]. 

18 Жа ,а, an 是 西 空间 V "АЕ IF 3 [n] Ë“ , BI 
对 任意 p 8 7 (Bessel) Ж 

Lean < api 


Ё ==] 


当 且 仅 当 有 = У! (а. В) lla, || а, 时 等 号 成 立 . 


证 ”因为 cas，……an 线性 无 关 , 故 可 将 其 扩 为 Y 的 一 组 基 ， 
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再 正 交 化 得 到 Vv 的 一 组 正 交 基 Ф G Am Ont 9 En, 故 vB 
EV, 设 


B = ma + pot "° F Umam T F nAn» 
对 等 式 两 端 与 a, 作 内 积 , 有 


(aß) = COON P ACT, (k = 1,2,+е,лп), 
j=] 


~ Cah) 
sa p= Уу а 
由 此 得 出 
2 ' tP) k’ 
IBI? = Dyana = > пат > ыер | 


“м Н 4 34 Ип+1 = = 0), RE pE L(a, |, (> > "°° a ) 时 ,等 号 成 立 . 
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第 十 草 ” 双 线性 函数 与 六 空间 


利用 双 线 性 函数 可 以 统一 讨论 二 次 型 . 欧 氏 空间 与 酉 空间 、 对 
称 和 矩阵 等 的 问题 . 


第 一 节 ”线性 函数 与 对 偶 空 间 


主要 内 容 
l 定义 1 设 V 是 数 域 P 上 的 一 个 线性 空间 ,f ЖУ 到 P 的 
一 个 映射 ,如果 了 满足 
(1) \а+)=/С\@)-+/‹0\8). 
(2) f (ka)=kf (ga), 
AF a, E V 中 任意 元 素 ,k E P 中 任意 数 , 则 称 ff 为 VY 上 的 一 
个 线性 函数 ， 
V 上 的 线性 图 数 上 有 以 下 简单 性 质 : 
(1) f(0)=0, 0-а) = — (а), 
(2) 看 В = Еа. tka: + tka, 
则 РВ) =k fla) +k, Са) + tk, f Ca). 
f (X)=0 RAR РА. 
定理 1 设 V 是 P 上 一 个 n 维 线性 空间 ,gl,s:,…,e, 是 V 的 
一 组 基 ,ai a, a, ЖР 中 任意 7 个 数 , 存 在 唯一 的 V 上 的 线性 
函数 了 使 
fle)=a: G=1,2,:" 7). 
2. 设 fog EV RRRA EX f+ z 如 下 : 
(Ғе) (а) = f(a)+g(Ga), аЄу. 
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Ре CERERI Steg RASI g 的 和 ， 
(fteu В) = (р) (а) (р) Ф), 
(741-2) Са) =РС Рр) Са). 
设 ЖУ 上 的 线性 函数 ,对 PHERI k, ELAR kf Wm 
F: 
(Ар) (а) =Е( {(а)), aEV. 
kf 称 为 k Sf 的 数量 来 积 ,kf k #k ТЕРА. 
在 上 面 定 义 的 加 法 与 数量 乘法 下 ,LV,P) 是 数 域 P 上 的 线 
FE 25 [Н]. 
3. BE V 的 一 组 基 g1,e;,，…,g,, 作 VV 上 nn 个 线性 函数 fl, 
Sosto fa TE 
fi) = ws. (i,J=1,2,: n). 1) 
因为 fi EHE є,,&в;,',,&„ 上 的 仁 已 确定 ,这 样 的 图 数 是 唯一 存在 


的 .对 V 中 向 量 a 一 > ze ,有 Ла) = т. 
引 理 HV 中 任意 向 量 a, 有 a 一 2 fiCa)s,. 而 对 LCV,P) 


中 任意 向 量 /f/,8 / = USED fi 

定理 1 L(V,P) 的 维 数 等 于 V 的 维 数 ,而 且 fi,f;,…,f, 是 
L(V ,P) 的 一 组 基 . | 

4. 定义 2 工 (CP,V) 称 为 Y 的 对 偶 空 间 . 由 去 中 决定 的 
LV,P) 的 基 , 称 为 gl,g:，…，,g, 的 对 偶 基 . 

V 的 对 偶 空 间 简 记 为 V”， 

定理 2 {R EEEn, М.р ERTE V 的 两 
组 基 , 它 们 的 对 偶 基 分 别 为 fi fo Ü st 8 fh K £i E21" 5 Ene + H 
Ei €> ，…，E， 到 | T 172. "° DD, 的 过 滤 和 矩阵 为 4, 则 由 А,В, ,fs 
到 gl: g: s gn, 的 过 渡 和 矩阵 为 (4 ) '. 
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КУЖУ ВАН), У" Ер 
ох Сре рх), f€ V° 
式 中 xEVv.xr “是 V "上 线性 函数 ,因此 是 了 的 对 偶 空 间 V ° 中 
HIIR. 
定理 3 V 是 一 个 线性 空间 ,V*'* 是 V 的 对 偶 空 间 的 对 偶 空 
间 ,V A V 的 映射 y—= x" “是 一 个 同 构 上 映射， 


疑难 解析 
试 述 求 线性 空间 V 的 基 &1,s,，… е, 的 对 偶 基 的 方法 ? 
答 Va € У, а = > re MRES EV 有 


Ра) =x { (е) эа, fle) te r, f (g, ) 
= ( (е), (е), f (g,))(m%, , x; ygn). 
又 设 Лео], 是 gl ,8g: "°" >€, 的 对 偶 基 , WI 
Р. Са) == z, f(e,) Fx, fe) tarf (es) (i=1,2," n), 


HEE] 
Аса) file) ЛС) 1 file) >, 
: |- : : : КО Ф 
f, a) Р, Се) Р.С) + Ј.С.) n 
由 对 偶 基 的 定义 , 知 
| © fbh ре), 
fi) = 6; = , ‚теў 


所 得 (fi(g;)) 二 E,, 故 由 式 岂 得 

fila) == 2, /%(@)=х;, ©, Р, ба) ==, 
且 对 任 fe V° ,有 

FD = fed fi T / Свз) fete t f(g,) f, 
即 上 在 对 偶 基 上 的 坐标 即 为 fer). fg.) s f CE). 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


了 解 线性 函数 概念 ,会 求 线性 函数 ,能 够 讨论 有 关 线 性 空间 关 
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于 对 偶 基 的 命题 等 .要求 对 有 关 线 性 函数 的 概念 .性 质 有 充分 的 理 
解 ,对 对 偶 空间 及 对 偶 基 之 间 的 关系 及 形成 有 足够 的 熟悉 与 了 解 . 

例 1 Ese E, 是 线性 空间 V 的 基 ,f; 是 “ 取 坐 标 ” 行 
动 , 即 对 EV,fi(a) 就 是 a 的 坐标 的 第 i 个 分 量 ,证 明 А.р", 
f, TE Ei sE tt g, 的 对 偶 基 . 


证 任 取 a € У.а = ав, , 风 /;Ха) = а. 因为 对 任意 
tJ aß Є V, 有 


f Ca + B) 一 (Уа +00) = а; + b, = Р.а) + Р.В), 


Jf Cha) = fi( Dhaiei)= ka; = kf Gü, 


所 以 f 是 线性 函数 ,f; € У" G = 1,2,…,n). 

又 对 任 fEV' 和 aEV, 有 

Са) = fle) fi Са) + fles) f. Са) + f(g,) f, Са), 
所 以 F=f led fit fle) fa tHe t flen) fan 
Ж fr fo s o fa 是 V' 的 一 组 基 . 

由 fi(g,.)=1,f;(g;,)=0,iZj,B|| f(g;)=6, (i,j=1,2,.,， 
л), fir fs (i sf 是 g1 ,8 ，……E， НУХ Е Ж. 

012 VY 是 数 域 P 上 一 个 三 维 线性 空间 ,gl ,8; ,gs 是 它 的 一 
HÆ, S R V ETRE PS 3 , Б 

fletes)=1, /f(g, —2g,)= —1, [Се е) = —3, 
Ж (хе Бх, 12383). 

# ”因为 了 是 线性 函数 , 故 有 方程 组 


fæ) +f) =l, 
| f(g.)—2/f(g,)= —1, 
Ғе) f (g; ) 一 一 3， 


解 得 fle)=4, / Св) =— 17, [Сез ) = 3, $ 
| f(xigi 十 , Hrg) = x, f(e,) + z; f (g; ) + x; fle) 
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| =4x, 一 AZ T L. 
ЙЗ V 与 gg 8 同 例 2, 试 找 出 一 个 线性 函数 三 ,使 
fle ез) == fle —2g I )= 0, flete) = 1. 
解 由 


Ге) 十 Сез) = 0, 
[re —2 f(e) ==0, 
fæ) + fle) =] 


解 得 fle) = 0, f (g; ) = l, f (gs) = 0 ,于 是 ,对 任意 的 а C V ,# | 
 @ == 2 ziEi，, 则 线性 函数 为 


fla) = f(xigi + X28s + XIE3) = x;. 
例 4 Rases 是 线性 空间 V 的 一 组 基 , 户 f. , f. 是 它 的 
ХИВ. 
A = 63, 0 е TE: ёз, G= e; TE. 


WHE о. az ,as 是 V 的 一 组 基 并 求 它 的 对 偶 基 (用 fr, f. f, жщ). 


证 因为 
l 1 0 
СА A s Q ) = (E: sE sE )A == (g, , 8; E3) 0 1 1}, 
—] 1 1 


而 |A|1 二 一 1 关 0, 所 以 a ,6s a, 线性 无 关 , 是 V 的 一 组 基 . 
设 £i (Ë y Вз 是 Oi » Œ | 03 НХ, M 由 两 组 对 偶 基 之 间 关 
系 得 


(21,2583) = (f. f2 ЛАОСА). Ф 
0 ] 一 1 
而 а) 1 一 1 | 
| — 1 1 —1 


Ж (А) AKO. 8 aa, a, 的 对 偶 基 为 
g= fz g.=f C fe T fa o g = — fi +2f,— fz. 
例 5 设 V 是 一 个 线性 空间 ,用 ,fi,…,f. ЖУ" АЕ 2 [u] 
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量 , 试 证 :存在 a € V ,使 
Р.а) 0 (:=1,2,*,5). 

证 ”对 于 每 一 个 f，(i 二 1,2,…,s) ,构造 V 的 子 空间 W, = 
(а | 3, (а) =0,аЄУ). НҒ 7520 (1 二 1,2,…,s) 知 W; E. V 的 非 
平凡 子 空间 , 则 依 第 六 章 第 五 节 例 16 知 , 存 在 a€V B a € W, G 
二 1,2,… s MS E fi (а) 50. 

例 6 а,в», ,a, 是 线性 空间 V RIA, ERS fE 
V ,使 fl(@,) 关 0 (21,2, 6,5). 

证 ”因为 站 与 六 НЮ, Н war，…a, ЖУ 中 非 零 向 量 ， 
ЕИ а: "а.а ЕУ" =(V*)°* 的 非 零 向 量 . N| | 5 知 ， 
存在 fe V" ,使 al" (/)Z0,BJ f(a.)Z0 (1=1,2,,5). 

例 7 V=Plzj, 对 p(z2)=c Tc z+c z EV 定义 


1 
f. Cp(z)) = | р(х)ах, 
2 
/»%(Ср(зз)) = | Ро), 


一 1 
PCoCz)) = | pl zr) dx, 


试 证 : f, ‚јә ‚ fa 都 是 V ЕЕ PE 2Y ,并 找 出 Vv 的 一 组 基 р.бх), 
Рг (х) ‚„Рзбх) ,使 ОРЕ ERISH. 
证 ”利用 定 积分 性 质 , V p(z),qCz)EPLzj Mk LEP, A 


] 
fi kp (z) + lq (z)) = | Скрса) + lor) ldz 


= kfi(p(r)) + If, ll), 
故 f, Ж Plej БТЕ РАЖ. 
[1Ж,/,,/з 也 是 Pl z], БАЈА РАЖ. 
设 р; (х) =a? Ба? rta? = 《1 二 1,2,3) 是 P| zj 的 一 组 
基 . 若 fi f. f, 是 其 对 偶 基 , 则 A ,fi,f; 应 是 标准 基 , 即 
КС pa х а rdr = аф +a? +a? 
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= (7 J> 1, 
] ， j=l, 


К (а? + а? х + at? а? dr -一 24%? + 2а% 十 аф 


-| ] 洋 2, 
1, 1. 


1 ;. 
| (a? 十 а? ж + a° т? ат = — а + at _ та% 


其 矩阵 形式 为 
1 1/2 1/31 Ja? аф aQ 0 0 
2 2 Д \ | 1 | 
-1 1⁄2 -1/31[шФ ap ap] оо 1 
a aP at l — 1⁄6 —1⁄3 
TÆ a ар а -| 1 0 1 | 


(1) (2) (3) — 3/2 1/2 一 172 


ad» d > dd 2 


从 而 Р(х]; 的 基 为 
ру(х)=1+х—-уз°, р(х) = 9-а", 


p: Cr) =— +r ia 


2 
而 Л,%›,/з 恰 为 其 对 偶 基 . 

@ 8 设 V 是 一 个 n 维 空间 ,其 内 积 为 (a,P) ,对 V 中 确定 的 
向 量 @ ,定义 V 上 一 个 函数 @* :а" (g) = (а, р). | 

(1) ЕН a ЖУ LEAX; 

(2) WEBA V B) У" В аа ЖУ A V 的 一 个 同 构 映 射 . 
(在 这 个 同 构 下 , 欧 氏 空间 可 看 成 自身 的 对 偶 空 间 ) 

证 (1) VB,YEV 与 &ER, 因 为 

a" (十 7) 一 (8T7) 一 (1 十 (G7) 一 CC (B) +a” Су). 
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а" (РВ) = (G,k)= (а, В) = ka" B), 
Па" ЖУ БАЈ ЕЖ. 
(2) аза, ‘а, ЖУ 的 一 组 标准 正 交 基 , 且 а, аг G= 
1,2,-.,n). 因为 
1, i=j, 
0, 25%], 
所 以 ar ,az ‘ах 是 ca ,0, 的 对 偶 基 . 因为 线性 空间 V 
与 V'*' 两 组 基 之 间 的 对 应 是 同 构 对 应 ,因而 a 一 a 是 V 到 V' 的 同 
FJ ER S). 
HI УЕР Еп 维 空间 VV 的 一 个 线性 变换 ， 
(1) 证 明 : 对 Y 上 的 线性 函数 f, УЕ V ЕКЕЖ РАЖ; 
(2) 定义 到 自身 的 映射 % ”为 /一 jw. 证明:% J V 上 
的 线性 变换 ; 
(3) 设 sg，…s, ЖУ 的 一 组 基 , 有 拨 ,f;,…,f, 是 它 的 对 侦 
H, Hi fE g. g. o g, FB EE SA, ПЕВ." £ fi fo to 
fa 下 的 矩阵 为 4'. (因此 < "被 称 为 转 置 映射 ) 
证 (1) Va,pe V,k€ P, Ж 
(fo Са +В) = f( (a+ В) = Ра) + Рр)? 
=(f% (а) СРО Ф), 
CFA (ba) = СБд) ) = fka S kf Aa) =k fa) Са), 
所 以 ,fx 是 V 上 的 线性 函数 . 
(2) Yf,gEV*,1I€EP, 因 为 
И (Рр) = (Рр) и fA ро "Ср" (к), 
A (UN =U A" = fy) =" (f), 
所 以 ,x * 是 V 上 的 线性 变换 . 
(3) 因为 AE sE stt En) = CE E Er) 和 ,所 
Ae) = ag Tazit 17 Ба, Сї=1,2,+®,п). 
又 因为 fi fa i f, Æ gi go s g, 的 对 偶 基 , 故 
(f; Oe) = f, Ae) 


a’ (a;)= (а;,а;) = 
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==а1:ј; (g) Һа}; (е) Ба, /;КОв„) 
=a; (j=l, 2 n). (1) 
NLR A * (А, Sers fad) = (fi Росе. fa) B, R h B = 
(b; ),x, + WI 
A (f,)=b; Ji lb; f Í oe T b; f. 
TE A*S Myfi Fb. f, os +b, /„) Се) 
=b f, E) b, f, (e) АЬР, (6) =. @ 
BEL SNL W H AQ ROG 
b; = ` (f;)(g,)= (f iS) Се) а, Cj=1l,2, ° n). 
即 及 一 4 
例 10 #\У=М„СР),АЄХУ,ШЕД./: Хҥ+=Тг(АХ),ХЄУ 
Æ V БЕЈКЕР. 
证 ҮХ,ҮЄУ, k, lEP, ÑX 
f(kX)= ТтСАСАХ ) = Tr(k(AX)2) 
=k + Tr(AX)=kf(X), 
f(X+Y)= Tr(A(X+Y))=Tr(AX+AY) 
=Tr(AX)+Tr(AY) = f(X)+ f(Y), 
所 以 ,f Æ V 上 的 线性 项 数 ， 
例 11 设 V 是 数 域 P 上 一 个 线性 空间 ,用 ,fi,…, 所 是 V 上 
k 个 线性 函数 . 
(1) ЖЕН FEA = (аЄУ fi(a)=0,1<;<k)3E V 的 一 
个 子 空间 . W 称 为 线性 函数 Л, fe fe BEUTE. 
(2) 证 明 :V 的 任 一 个 子 空间 缘 为 某 些 线性 函数 的 老化 子 空 
[в]. 
证 (1) 由 fi „јо,“ f, 是 线性 函数 知 , 00) =0,1<:<А, 
故 0EW, 即 W 非 空 .又 Ya,BEV,kEP, 有 
fa В) = у. Са) + f (g)=0+0=0, 
fi(ka)=kf(a)=0, ISSR. 
于 是 ,wx 十 BEW ,kaEW, 知 W 是 V 的 一 个 子 空间 . 
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(2) ШЖ М =V, f 为 V ВЈ РА, /(а)=0,аєу/ , 则 
W= 二 {gEV|f(a)= 二 0}==V, 故 W 是 /的 零 化 于 空间 . 
在 取 丈 三 (0) ,三 为 V 上 任意 线性 函数 , 则 0) =0,W E f 
的 零 化 子 空间 . 
ARW 是 V 的 & 维 非 平 凡 子 空间 ,Qi ,az ,ak E: W 的 一 组 
基 , 它 可 扩充 为 V 8) — Жа, 0, ,QiyG4r1，… ,0,. 再 取 其 对 偶 
Ж fifo s fa Лото Р, ERA V БЕТЕ, Н 
| /;Ха)=0 G=ktl,k t2, sn; )=1,2,е,Ё). 
任 取 BEW, B=La tha t+ La, i 
f (g) =l D 1, a) Tte thf (G@,)=0 GSktl, en). 
从 而 Ве {аСУ 六 oo) 一 0,R 十 1 委 : 委 0). 
反之 ,; 取 YE {gEV| f(g)= 二 0,k 十 1 太志 nn), 则 
A i Т 1,0, 
РС) =0 F lisi р, Са) + 1,7, (Са, ). 
1, i=j, 
0, 1523, ` 
故 liri S let Ste 1, 0, 
Ш у= а, T La, t= d la ЄМ, И = (а Є V| у, (а) = 0, 
Е+1<і<п), ШВ V БАЈА PE ВА S fairis Раз fns EW 为 
它们 的 等 化 子 空间 . 


由 于 [;(#)=0,Е&+1<ї<л, /;КСа;) = 


第 二 节 双 线 性 函数 


主要 内 容 


1. 定义 1 УЕ ҖЮР 上 一 个 线性 空间 , Fa, 有 是 上 一 个 
70р, ХЈУ 中 任意 两 个 癌 量 @,p, 根 据 /都 唯一 地 对 应 于 了 
中 一 个 数 Fa p. ШЖ f(a, 有 有 下 列 性 质 . 

(1) а, В. +В) =k, Са, В.) +k Са, В); 


4 
其 中 a о ,а,В.В..В. 是 V 中 任意 向 量 ,k;,k, E P 中 任意 数 , 则 
PR f(a,P 有 为 VY 上 的 双 线 性 菏 数 . 

2. 定义 2 R fa PDEA P En 维 线性 空间 V 上 的 一 个 
双 线 性 函数 ,gs ，…g, 是 Y 的 一 组 基 , 则 和 矩阵 


fg g.) fise) oe [Се е) 
A= Ге.) (5,80) o /(& ›,&„) 
(gg) f/f(g,,g.) … (Е, ,Е,) 


称 为 Sa, PTE ss в. 下 的 度量 和 矩阵， 

同一 双 线 性 天 数 在 不 同 基 下 的 度量 抢 阵 是 合同 的 . 

ЖУЗ i ac, 有 是 线性 空间 V 上 一 个 双 线 性 图 数 , 如 条 
Sa B= AHER BEV, 可 推出 a 二 0,f 就 称 为 非 退 化 的 . 

双 线 性 函数 f(a,P 了 是非 退 化 的 充 要 条 件 是 其 度量 矩阵 4 为 
JEB MEIE RE. 

3. 定义 4 R fa PEREZ V ЕЮ, ЯА V 
中 任意 两 个 向 量 a,8 RA Sa В) = Sa), ЖК Са, В) 55 
对 称 双 线性 函数 ， 

双 线 性 项 数 是 对 称 的 , 当 且 仅 当 它 在 任 一 组 基 下 的 度量 矩阵 
是 对 称 和 矩阵 . 

双 线 性 函数 是 反对 称 的 , 当 且 仅 当 它 在 任 一 组 基 下 的 度量 起 
ЕЕ DURT PRIE Е. 

定理 1 设 V 是 数 域 P Ел 维 线性 空间 , S/a ME V 上 对 称 
双 线 性 函数 , 则 存在 V 的 一 组 基 E ee E Sa pD EHE 
下 的 度量 和 矩阵 为 对 角 和 矩阵 . 

推论 1 设 V 是 复数 域 上 nn 维 线 性 空间 , f(a, 有 是 V 上 对 称 
双 线 性 函数 , 则 存在 Y 的 一 组 基 sl s. o g, ТУ ФЕВ 


a 一 S\ze,,p = > ys, ,有 
i=1 i=1 
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fap) = х у F л, у; КОЕ Tp yp хуур 
— xry, (0<р<уг<л). 
4. 定义 5 设 V 是 数 域 P 上 线性 空间 , f(a, 了 ) 是 V 上 双 线 
性 函数 . 当 a=, V 上 函数 f(a,a) 称 为 与 f(a,P) 对 应 的 二 次 
Pr K РЫХ. 
ХЕРЕ У К FIX 82 1-1 对 应 的 . 
5. 定理 2 RSSa PE n EREDE V ЕУ FE R 
数 , 则 存在 V 的 一 组 基 E Eat 8o o n. 18 
/С&;,&-0)=1 G=1,2, r); 
Je on。 (14-7520); 
fan) =0 (асу, k=1,2, s). 
VY 上 的 对 称 双 线 性 函数 如 果 是 非 退 化 的 , 则 有 YY 的 一 组 基 
E162，"… ,54 满足 
fg; e:i) £0 (1=1,2,+*,п), 
[ee (156). 
这 样 的 基 称 为 V 的 对 于 Са, В) B) E 3238. 
具有 非 退 化 反对 称 双 线 性 函数 的 线性 空间 一 定 是 偶数 维 的 . 


疑难 解析 


1. 线性 熙 数 与 双 线 性 冰 数 有 何 联系 ? 

答 Y 上 的 线性 盟 数 了 是 一 个 单 变量 咱 数 ,而 双 线 性 曙 数 
Fe 及 是 V 上 的 二 元 函数 .但 在 实际 上 ,如 采 固 定 双 线 性 图 数 中 
的 一 个 变 元 , 则 双 线 性 图 数 成 为 石 一 个 变 雹 的 线性 旨 数 . 

2. 在 不 同 的 基 下 ,同一 个 双 线 性 函数 的 度量 和 矩阵 有 何 关 系 ? 

答 ”在 不 同 的 基 下 ,同一 双 线 性 浮 数 的 度量 矩阵 一 般 是 不 同 
Н). 设 gl ,gz ，…，B。 H 1. °° > тЫ 是 V 的 两 组 基 , 对 任意 a. pE 
V, 有 

б == (є; ,Е; E D XS (m XL, 
B= (є Е, *" Е.) = (T mb n. OY, > 
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则 X=CX,, Y=CY.. 

ANAHERA Са, PE EEren туу, m 下 的 度 
ЖЕЛ] A,B, N 

(а, =X AY=(CX VA (СҮ) = Х, (САС)Ү, ; 

又 Ја, В) = X BY, ,所 以 В= САС. 即 同一 双 线 性 函数 在 不 同 基 
下 的 度量 矩阵 是 合同 的 . 

3， 实 对 称 双 线性 函数 与 实 对 称 矩 阵 有 什么 关系 ? 

答对 称 双 线 性 项 数 在 Y 的 任 一 组 基 下 的 度量 矩阵 是 对 称 
窍 阵 ,反对 称 双 线性 函数 在 Y 的 任 一 组 基 下 的 度量 矩阵 是 反对 称 
Ж EE. | 

КЕЕ AEM, (РНЕ T — КЖЕ 

В = діар(а, yd 03,0) (d, d,Z:0,0< r<). 

当 р=С,А 945 В = бар(1, ---,1,0,:--,0). 

当 P=R 时 ,4 相合 于 
Е, 
B=! —Е,, 

0 

对 于 对 称 双 线 性 函数 以 及 对 称 窍 阵 的 正定 . 半 正 定 的 讨论 都 
是 在 实数 域 上 进行 的 . 判别 实 对 称 和 矩阵 正定 的 条 件 主要 有 两 个 : 

(1) 实 对 称 和 矩阵 正定 的 充 要 条 件 是 它们 相合 于 单位 和 矩阵; 

(2) 实 对 称 和 矩阵 正定 的 充 要 条 件 是 它 的 所 有 顺序 主子 式 全 大 
FẸ. 

有 关 双 线性 函数 的 概念 和 结论 与 矩阵 的 相关 概念 和 绪论 是 平 
行 的 . 


(O< реп), 


方法 技巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 i V= P’ ‚а= (xz s) B= (уу), ЕЎ 


Жү T? 
9 


fa ,B)— | 
У Уу? 
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证 明 :f 是 V 上 的 双 线 性 消 数 ,并 求 它 在 自然 基 下 的 度量 矩阵 . 
证 因为 w = 二 (zxi,xs), 对 有,k "EP, 有 


, kz +Ë zí kti Ёк, 
J kaka ,gB)= 


Yı У2 


Уу уз yı J2 
=k fla P) tk fla B). 
同 理 可 证 Са, kB Hk B O= kf a В P SaB RE h В e V. Б 
И f E V ERAH RK. 
/ 关于 自然 基 的 度量 矩阵 为 B=| | 
例 2 设 4 是 P 上 一 个 m 级 矩阵 ,定义 P"" 上 一 个 二 元 函数 
f(X,Y)=Tr(X'AY), Х,ҮЄР"*", 
(1) 证 明 AX, EÈ PA "上 的 双 线性 函数 ; 
(2) Ж f(X,Y)# 4 
Е,, ‚ЕК, pte E, ‚Е. ET Es, ‚*** ‚Е ‚К мо pt Emn 
下 的 度量 矩阵 (E KOR iT І, JE 36 2 тха 
ER). | 
证 C) JER X,X,X, Y.Y ,YE Pi ЄР, 
为 | 
fk X, +l, X, Y)= Tr Ck X + 1, X, AY] 
=k Tr(X AY) +. Tr( X; AY) 
=k, f(X Y) +L /(X, ,Y), 
F(X; kY HLY) =Tr[X'A (kY, +1,Y;)] 
=k, Tr( XAY ) +l Tr(X AY,) 
=k; f(X,Y ) 十 1 /f(X,Y,), 
所 以 ,是 P”™* 上 的 双 线 性 函数 . 
(2) 设 А = (а;)„х,, Д E AE, =а,Е,. їй 
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djs 51, 
0, 3552. 
因为 атр" "一 my 所 以 基 的 度量 矩阵 是 mn X mn 和 矩阵 ,是 由 m° 
个 ?级 矩阵 组 成 的 . 它 在 : 行 了 列 位 置 的 2 级 块 为 
f(E En) = f(E, ,Е,,) 


f(E, ,Е,) = Тг(Е',АЕ, ) = | 


а; 


Jf EnEn) ` f(E, En) 
anE, asE, ° aE, 

Нл a| e Т Фе 

a A Е, а„Е, * a, E, 

例 3 Æ Pt 中 定义 一 个 双 线 性 级 数 (X.Y), Ji 
X=(x ,Ta ху, Zí), Y= (у, у, узу), 
f(X,Y)=3x,y; 5a у T z; 一 4Z4y2， 

(1) 给 定 P 的 一 组 基 
є\==(1,—2,— 1,0), #g,=(1,—1,1,0), 
€&=(— 1,2,1,1), #,=(—1,—1,0,1), 


K FCXY) 在 这 组 基 下 的 度量 窍 阵 . 
(2) 男 取 一 组 基 
Th 1: + M M s 1]: ° Tl фа) = (е) sE: sE; ‚&,)Т, 
1 1 1 1 
1 1 —1 —1 
Т= + 
其 中 1 —1 1 一 1 


l 一 1 —1 1 
求 SAYE 1. 1р2, 1; ° 1. ТЕВЕ. 
解 (1) 设 在 gl ,82 + Es ,Е; 于 的 度量 矩阵 为 А = (а; ) аха ‚Ж 
а» = f(g,,g;) W 
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15 4 一 15 — 2 
(2) 设 f ТЕЗ тр, m m m ЕНӘ 5 B, W 
一 46 8. 24 
— 18 26 16 一 72 
—2 —38 O O| 
; — 6 86 0 0) 
例 4 设 V 是 复数 域 上 线性 空间 ,其 维 数 2 之 2, f (p.p) R: V 
上 一 个 对 称 双 线 性 项 数 . 
(1) 证 明 V FAES EEE, E f(86,8€) 二 0; 
(2) # Fu, 及 是非 退化 的 , 则 必 有 线性 无 关 的 回 量 £, n 满足 
FE 人 一 1， 76,6) = f/(m n) = 0. 
证 (1) 因为 Y 的 维 数 n2 2 , POVER S [6] BL а, В AE 
关 , 并 有 fa,o) 一 wa, fB В) =b, Га, В) = c. # a b ATN 
零 , 则 结论 成 立 ， 
若 a,b 均 不 为 零 , 可 令 = 二 a 十 从 ,而 2520, 
flEE)= fa 0) +2tf a В +В, В). 


H4 =H ct абв, SEE =. 
(2) 由 题 (1) 知 V PRIR Е 8 SES, AA fa, 
及 非 退化 的 , 故 有 向 量 @, 使 /(€,@) 6560. Ф б о, /(£, 


5) 一 1， 
若 (5,5) 一 0, 则 9 一 5 即 为 所 求 . 


车 706,5) =а30, E 9 一 5 一 了 ,此 人 即 为 所 求 . 因为 此 时 


В= ТАТ = 


2 
fim m= 7,5) afg DTS EE =а—а+0=0, 
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Гр (6856) EEDE, 


015 试 证 :线性 空间 V БАЕР Са, В) ЯБА ЖИ Ж 
要 条 件 是 ,对 任意 осу 都 有 (а, а) =0. 

证 ”充分 性 和 若 YaEV,f(a,a) 二 0, 则 对 任意 a,BEV, 有 

0 =/Се+ЕВ8,«-Е@ = faat f(a DD + f(B.a) + УВ, p) 

= (а, В) + В.а). 
故 Га, В) = SBa), ТЕ Са, В) E F ERILE ТЕ РАЯ. 

必要 性 由 了 是 反对 称 的 , 即 对 任意 a BEV: 有 fa В) = 
一 fla, ARER В = а, АА 

ГСа,а) = — fla a) => fla, a) = 0. 

例 6 i 1(e, 有 是 六 上 对 称 或 反对 称 的 双 线性 函数 a.p 5 
V 中 两 个 向 量 , 如 果 f(g, 有 二 0, 则 称 a,B 正 交 . 骨 设 K E V 的 一 
个 真子 空间 ,证 明 : 对 EE€EK, 必 有 0 了 nnEK 二 L(&) 使 f(w,@a) 二 0 
对 所 有 a 都 成 立 . 

证 (1) 设 了 是 V 上 对 称 双 线性 函数 ,也 是 K 上 对 称 双 线性 
ра. 

若 了 限制 在 并 上 是 退化 的 , 则 存在 КРЕ 350,1 V a € 
К.а В.а) =0, K т В ИЖОК. 

# f 限制 在 K 上 是 非 退 化 的 , 则 由 主要 内 容 3 定理 ТЯ, ff 
在 K 的 一 组 基 g1,8;,… En E Са, ВӘ ERE F W £ 

flee) Sd A0 (i=1,2," ,1), 
fene) =0 GEJ), 

而 Esett EnG REAR WEN 天 十 LE) 的 一 个 基 . 取 


_/56,&)„ _ SfE) ) 。 En 
d ® dg, ” Д. 8" 76 


W 520,36 K+L(ë) НМЕ а= є гё T А, ЄК, 
有 


fna) = /一 2, з, tE Doke) 
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-- > > авв) + > kf (Еа) 
— > k f (Ee) + > k; f CS g; )= 0. 

(2) W 上 是 YY 上 反对 称 双 线性 函数 ,也 是 K 上 反对 称 双 线性 
РЁ Ж. 

РЕК 上 是 退化 的 , 则 同 题 (1). 

ГЕК 上 是 非 退 化 的 , 则 KK 必 是 偶数 维 的 ,由 & & K 
车 ,KK 十 L(&) 的 维 数 是 奇数 ,于 是 f 限制 在 K 十 L(E) 上 是 退化 的 . 
从 而 必 存 在 9E 天 十 LE) ,使 对 于 所 有 a KK 十 L(E) 有 fna) = 
0, 所 以 VaE€K, 也 有 f(m a)= 0. 

例 7 设 V 与 f(a, 让 同上 例 ,K E V 的 一 个 子 空间 , 令 

Ki=(a€V|f(a,p=0,VpC K), 

(1) 试 证 天 -是 Y 的 子 空间 (天 - 称 为 天 的 正 交 补 ); 

(2) ЖИ, КГ К+ <={0),Д  У=К-ЕК+. 

证 (1) YYEK, 因 为 

Р, у) = [(0а, у) =0/ (а, у) =0, a€V, 
所 以 0E 天 上 ,并 上 非 空 . 
又 对 任意 a, BEK+,kEP, YEK, NX 
fath: = f(G,y)+ /(B,y)= 0, 
(а y)=kf(a,y)=0, 
所 以 a 十 BE КУ ,ka € K+ , Ki E: V 的 子 空间 . 

(2) КЉУНА ТАШ, КЪК СУ 是 显然 的 .反之 , 任 取 
EEV, 若 EEK, 则 ёЄК+К. Ё KK, 则 由 上 例 知 , 存 在 EN 
E 天 十 LE) ,使 (ра) =0 (a€E KR), 即 yn€E Kt. 又 由 n€ K + 
LCE 8 ,n=B+kc (BEK,kE Р). ATA RA, B n= p=, F 
盾 . 于 是 


一 二 一 及 EK 十 KL， 


所 以 VE 天, 十 开工 ， 

综 上 即 知 V=K 二 K+. 

例 8 V.B. K 辣 例 7, 并 设 fla, 有 让 限制 在 K 上 是 非 退 
化 的 , 试 证 Y 王 天 十 天 -的 充 要 条 件 是 a pE V 上 是 非 退 化 的 . 

证 ”必要 性 #уУу=К+К+&,‚/‹а,)=0,0ЄУ/,Я Н а=ав, 
Та, a EK,a €E Ki , MV p€ K ,#8 

0 = [(а, В) = Са, Ta, ,p= fa, В) +T fa, ,8)= / Са, , р). 
因为 fa В) К ЕЗЕТ. АТИ a =0=>а=а,. X V y€ K+ ,由 
fap) =0 W, Са, у) = 0, a € (Кі) = K=>a € К( Кі = 
(0), BI a 二 0, 从 而 知 Fa ,及 在 Y 上 是 非 退 化 的 . 

充分 性 设 f(a, 有 在 V 上 是 非 退 化 的 . 

又 设 @ ЄК+Кі,Ж а, 50, 07 Ea 为 天 的 一 组 基 cl as, 
а, О dimK =m). HX a E K+, fa a) =0 (j=1,2, 
зәт), f £ K EXTÆa заа, 的 度量 和 矩阵 第 一 行 元 素 
全 为 零 , 于 是 f 在 K 上 是 退化 的 ,导致 矛盾 . 故 a =0,8 KNK 
={0}, V>K+ KŁ. 

#19 设 (а, В п 维 空间 VV 上 的 非 退 化 对 称 双 线性 函数 ,对 
V 中 一 个 元 索 a EX V 中 一 个 元 如 a" a" (B) = f(a, BC V. 
证 明 :(1) УЯУ“ ВЯ аа" 是 一 个 同 构 映射 ; 

(2) 对 V 的 每 组 基 &1 ,5:,…,g,, 有 VV 的 唯一 的 一 组 基 61,2, 
ee Ens E (её) =s ; 

(3) 若 V 是 复数 域 上 nn Е 25 18], ИБ —ДЖ m mot 
1 使 二 (i 二 1,2,… ,1). 

证 (1) 因为 存在 У 的 一 组 基 gl ,eg: pte g, ;使 

flgys)=d#0, (6085) 0 (i,j=1,2, п). 

H e (В) = (е, BD IE BV ег ser ，… ,Ex EV" ,对 于 
k gr 十 RE; 十 … 十 RE， 一 0， 
有 0 =(kie? tke tee tke ) Ce) 
=ke (g,) + k,gz СЕ) Het kE (E) 
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=k f(g ,6;) Rk, [Сєз g.) + Е, Се, зе;) 
=р.4,, 
所 以 二 0 G=1,2,-, п). Ж gr ,gz (s g; REER Е V ` DB 
一 组 基 , 即 知 аа‘ 将 基 映 为 基 , 晶 为 双 射 . 
对 于 任意 @,p,YEV,kEP, 存 在 
(а-+В)* (у) = f(a+B,y)= Гау) + f(B,7) 
| =a" (ү) +В‘ (y)= (G° +` ©СУ), 
(ka) Су) = (Ка, ү) =k {(а,у) = Ба" Су) = (ва "` ) Сү). 
(2) Z ar ,az ,` a; R V "ЖЕ, ,Е,, К, g, 的 对 偶 基 , 则 由 
题 (1) 知 ,有 


@;—>@; $ wEV (1 二 1] ,2 n). 


ДІ] Га; ,є,) =аг (є, ) = ә À 
0, 177). 
1 k Ci + k. G; +. +Ë a, =0, 
ЩІ) 0 = }[(Ё\@, +T k. QG, tee tk A,n ,Е;) 


=k (а, ei) T Ë, [Са g.) T tk, (а, sE) 

=k; (一 1 2，… n), 
所 以 ,ai a. а, 线性 无 关 , 是 Y 的 一 组 基 . 令 si =a, G=1,2, 
бәл), ИЕТ. 

(3) 对 于 复数 域 上 的 n 维 线性 空间 , 必 和 存在 V 中 的 一 组 基 
Momo n E f(a,B) 在 这 组 基 上 的 度量 矩阵 为 单位 矩阵 Е,. 
Jami =n (i 二 1,2,…,n). 可 得 

1， i=j, 
тото |0, iz j. 
例 10 设 V 是 对 于 非 退 化 对 称 双 线性 函数 f Са.) Н) n ЕЁ 
欧 氏 空间 ,V 的 一 组 基 E esten 如 本 满足 
flene) == 1 (=1,2,5е,р), 
BE 一 一 G= prl, sn), 
/(&;,&,)=0 GEJ), 
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则 称 它 为 Y 的 一 组 正 交 基 . 若 V 上 的 线性 变换 sZ WB E 
KE CORDES AA AR 
则 称 x 为 V 的 一 个 准 正 交 变换 . 试 证 : 
(1) 准 正 交 变 换 是 可 逆 的 , 且 逆 变换 也 是 准 正 交 变换 ; 
(2) 准 正 交 变换 的 乘积 仍 是 准 正 交 变换 | 
(3) 准 正 交 变 换 的 特征 值 等 于 1 或 一 1) 
(4) 准 正 交 变 换 在 正 交 基 下 的 矩阵 工 满 足 


— 1 — 1 

证 〈1) 奋 0 关 xgEYV, 则 由 了 是 非 退 化 对 称 双 线性 图 数 知 , 存 
在 PEV WE (а. В) 50. 

设 s 是 准 正 交 变换 , 则 Са), B= f(a , В) 50, JA Tü 
MaE AHRR. 又 因为 V 是 有 限 维 的 ,所 以 S X NW 51. 
从 而 多 是 可 逆 变 换 ， 

пи ЖИТ, м ERER, НАХИ a BEV, 
有 

fA i Ca) ЯВ) = CAA а), ЯВ) = (а, р). 
所 以 % ”是 准 正 交 变换 . 

(2) i& L, 2 J: V 的 两 个 准 正 交 变换 , 则 s2 Е V 的 线性 变 
换 . 因为 ,对 于 任意 gc, BC V, 

КС) a, CADP) = FCK Ba) , A BB) = f (Ba, BP) = Га, В). 
所 以 AID 是 准 正 交 变 换 . 
(3) 由 于 了 是 非 退 化 对 称 双 线性 函数 ,和 放 必 存在 Y 的 一 组 基 


Ci -03ta ,使 
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d,Z0, i=j, 
0, Éj. 
议 4 为 到 的 任 一 特征 值 , 对 应 特征 向 量 
a=k a +Ë a, +- +k a, 天 0， 
则 Саа) 5f Ka), Aa) = [Ое Аа) = A {(а,а), 
但 faa) = а + &4&& ++ +0250, AT А 1,18 A= +1. 
(4) 设 61,82，… g, 是 V 的 一 组 正 交 基 ， 


f Ca, ‚@;)= 


1 (i=j=1,2,.,p), 
56 (1= 3 = p+], n), 
0 (153), 
Н. ЭСЕ," En) = (E1 E2 "t E, T. 
设 T= (t; ),х,„, ЕН /ssi) 的 表示 式 得 
(є) = titi T tzt Hee |1, 


Fleire) = РС), MED) = f( У tusa, Уу, ) 
& = 1 i=] 


== 5 У) tat; f Се; g; ) 
k=1 i=l 


= tti; T taty Ер ра ibptij t nil nj? 


tii ttt. +: 1 1 р |. — 2, 一 — 1 G= p11, sn) , 
t ti; tee 十 站 ty 一 二 1 这 pi 二 0 (193). 


用 和 矩阵 形式 表示 即 为 


атига 
O — Eno О — Е,_, | 


例 11 证 明 : 任 何 一 个 双 线性 函数 都 可 以 唯一 地 表 为 一 个 对 
称 双 线性 函数 与 一 个 反对 称 双 线性 函数 之 和 | 
证 设 了 是 线性 空间 V 上 的 双 线 性 函数 , 令 


ga PD =La p+ SBa], 


ti tti tee d tir ,tt 二] (:=1,2,`*° ‚фр) , 
1 
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ha p= aD- f(B.a)), a,p€v, 


M| z S h ЛУУ ERPS ДМ КНУ Zk ЕРА Н /一 g 十 六 
设 另 有 f=g Th AP g 5 h, 分 别 为 对 称 与 反对 称 的 双 

线性 函数 , 则 рд А-А, р-р 是 对 称 双 线 性 图 数 , 关 一 六 是 
E X ERIL ER PE PR Re. A 

(g—g )a.P)) =h —–һ) Са, f), 

(в р.) Ba) = (е — ғ) a.p), a BEV, 

(h = А) (В, а) = —– (А, А) Са, В), 
从 而 Chi—h)(a,P)=— (Һ, –һ) (а, В) a BEV. 
Вр СА, — А) (а, В) 一 0 一 > 六 А = 0 р ру == 0, 
于 是 g 一 gi,h 二 hh ,了 唯一 性 得 证 . 


第 三 六 #¥ F 


主要 内 容 


І. 定义 1 设 V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,在 VV 上 定义 了 一 个 
非 退 化 双 线 性 申 数 , 则 Y 称 为 双 线 性 度量 空间 . 当 f 是 非 退 化 对 
称 双 线 性 函数 时 ,V RA P 上 的 正 交 空间 ; 当 V F n 维 实 线性 空 
间 ,了 是 非 退 化 对 称 双 线性 函数 时 ,V 称 为 准 欧 氏 空间 ; 当 /是非 
退化 反对 称 双 线性 图 数 时 ,Y 称 为 痒 空间 . 定义 有 非 退 化 双 线 性 函 
数 的 双 线 性 空间 记 为 (V ,由 )， 

(1) 在 辛 空间 (V ,由 中 一 定 能 找到 一 组 基 g, ,gz e g, E, 
Е, ДЕ 

Сее) = 1, 1<1<п, 
flene; = 0, =п<1, ј<п, itj=0, 

这 样 的 基 称 为 (V , f) BJ IE ЭЖ ЖЕ. 3 25 [н] E AAE АЈ. 

(2) Е — 22 RIEBER НЕК 可 把 数 域 P 上 2n #25 
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同化 为 一 — 95 25 |8], HE КУУ ЮЖ же, е, "t e l ете 
°... "下 的 度量 矩阵 . ЈЊ ЗЕ 25 z [Н] ТЕ Ж-Н ЗЕ 1F 28 ғ. ,.65 p" £, 815 
56-2," …,E- ,下 的 度量 矩阵 为 


Е O 2n x 2 n | 
故 К ri 同 J. 


2. WJ aE 25 (У, (V. A A А V, A V, 的 作为 

线性 空间 的 同 构 %, 满 足 
fiu =f Alu) ,2Z(u)), 
ШЖ £ (V I fa) СУ, f, ) 8'J 3 Е. 

辛 空间 (V,/) 到 自身 的 辛 同 构 称 为 (V, f) БАЗЕ. 辛 变 
В ДЈЕЛУ ЈЕ Р. 

RV, Ж 5 [а] ,и, УСУ, Е u,v) =0, Ш u,v ЭЖЕ 
IE ЗЕН). # W 是 V 的 子 空间 , 则 

Wi =(u€V|f(u,w)=0,VwC€ W), 
Wk V 的 子 空间 , 称 为 W 的 辛 正 交 补 空间 . 

定理 1 (V, f) a= E aj, W 是 V 的 子 空 间 , 则 

dimW+ = dimV —dimW. 

3. EX 2 (V ,由 是 辛 空间 ,W 是 Y BJ f = la]. # ИСИ, 
ДЕК W УСУ, ЈАЈЕ FJ f. = [8]; Z И = W  , Ë) W 是 极 大 的 ( 按 包 
Ж ж Ж) ETTE [B] ,也 称 为 拉 格 朗 日 子 空间 ;在 WAWE = (0), 
则 称 W 为 (V ,了 ) 的 辛 子 空间 . 

* UW 是 辛 空间 (V ,了 ) 的 子 空间 , 则 有 性 质 

(1) (Wi): =W; 

(2) UC&-W=>W1CU!,j, 

(3) Ж U 3 f = |Н], V= UGU-: ; 


(4) 若 U 是 迷 向 子 空间 , 则 dimU<-dimV; 
(5) # U 是 拉 格 朗 日 子 空间 , 则 dimU< dimV. 
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定理 2 设 工 是 辛 空间 (V, AERA 125 8], Cse, 
8.) 是 工 的 基 , 则 它 可 扩充 为 (V, f) 0035 IE Ж Ж. 

推论 RWE, PREPAR, (esee) E W 的 
基 , 则 它 可 扩充 为 (V, /) 的 辛 正 交 基 . 

对 于 辛 子 空间 U,fIU 与 f1U1+ 都 是 非 退 化 的 . 

定理 3 辛 空间 (V,/) 的 辛 子 空 间 (U,f1U) 的 一 组 辛 正 交 基 


”可 扩充 为 (V,/) 的 辛 正 交 基 


定理 4 (У, е) ааз јај, ОУ 是 两 个 拉 格 明月 子 空间 
或 两 个 同 维 数 的 六 子 空间 , 则 有 (CV ,有 的 六 变换 把 U FR W. 

з 25 А] (У, f BW T f = l] Л W 之 间 的 (线性 ) 同 构 半 大 
满足 

fusv)= f(%(u),32(v)), иЄ W ,v€ V. 

ШЖК Ж V УМ 间 的 等 距 . 

4. Уп 定理 ” 辛 空 间 ( ,的 两 个 子 空 间 V， W 之 间 若 有 等 
距 , 则 此 等 距 可 扩充 为 (V ,让 的 一 个 辛 变换 ， 

寿光 是 辛 空间 (V, 上 的 辛 变换 , 则 交 的 行列 式 为 1. 

若 E1 82 i E, 8-1 8, Е, E (V Р ВЗ ELH , ИТЕ 
ЖКТЕ УК, WMA КЈК = J. 

5. 定理 5 R AEn FEAF FFER, K 是 NERY 
正 交 基 下 和 扼 阵 , 则 它 的 特征 多 项 式 fO = AE — КЇ E fO) = 
у” у (二 ). 车 设 

РСА) аА” аА + HHan- A a, 

则 Qi 一 Lo (一 0 l,a). 

定理 6 RA ni EKR P БЭ А] (V, PEPER ЯЕ P 
中 的 特征 值 , 且 AA l B Va o Va 是 V 中 对 应 于 特征 值 4; K A; 
的 特征 子 空间 . 则 VuEVi,vEV，， 有 fl(u,v) 二 0, 即 VV 与 V, 是 
辛 正 交 的 . 特别 地 , 当 X 隆 土 1 时 六 是 迷 向 子 空间 . 
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